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相 空间 一 词 最 早出 现在 经 典 物 理 的 哈密 顿 动力 学 中 ,为 了 形 
象 地 说 明 哈密 顿 方程 ,以 质点 的 坐标 q 与 动量 p 组 成 的 坐标 架 就 
张 成 了 一 个 相 空间 . 相 空 间 中 相 体积 的 概念 被 用 来 描写 统计 力学 
中 的 状态 数 、 系 综 和 热力 学 几率 , 相 体积 在 演化 中 的 不 变性 称 为 刘 
维 定理 ,等 等 . 那么 , 随 着 量子 论 的 出 现 , 相 空间 的 概念 应 如 何 发 
展 呢 ? 

在 新 量子 论 中 ,根据 海 森 堡 的 不 确定 性 原理 ,人 们 不 能 同时 精 
确 地 测量 微观 粒子 的 位 置 9 和 动量 请 , 即 不 能 确定 到 一 个 相 点 , 于 
是 自然 就 会 想到 在 (g，p) 相 空间 中 定义 准 分 布 函 数 来 研究 微观 粒 
子 的 量子 态 及 其 运动 (当然 ,其 确定 的 程度 要 小 于 最 大 可 能 的 准确 
程度 ) ,这 可 以 追溯 到 吉 布 斯 所 提出 的 系 综 理论 . 在 这 个 理论 框架 
中 ,系统 的 时 间 演 化 由 相 空 间 中 的 某 一 轨道 (q(t)，p;(t)) 来 描述 . 
早 在 1930 年 ,Dirac 就 在 他 的 《量子 力学 原理 ) 一 书 中 指出 ,“ 吉 
斯 提出 的 系 综 ,通常 在 实际 上 除了 作为 一 个 粗浅 的 近似 外 ,是 不 可 
能 实现 的 ,但 是 ,即便 如 此 , 它 仍 然 形 成 为 一 个 有 用 的 理论 上 的 抽 
象 . "他 又 说 ,由 于 在 量子 力学 里 不 可 能 同时 对 q 与 p 赋予 数值 ， 
相 空间 在 量子 力学 中 没有 意义 ,从 这 种 事实 出 发 ,相应 的 密度 算 符 
o 的 存在 确 是 相当 令 人 惊异 的 . ”到 了 1932 年 ,Wigner 引入 了 对 应 
密度 算 符 p 的 准 经 典 分 布 函数 f Са, р) , 它 的 边缘 分 布 分 别 对 应 于 
在 坐标 空间 和 动量 空间 测量 到 粒子 的 几率 ,赋予 了 相 空间 以 新 的 
意义 . 从 此 , 翻 开 了 相 空 间 量子 力学 的 雇 页 . 

显然 ,描述 量子 系统 的 准 经 典 分 布 函数 在 相 空 间 量子 力学 具 
有 运动 学 的 意义 . 随 着 时 间 的 推 延 ,初始 态 的 准 经 典 分 布 函数 通常 
在 (q, pp) 空 间 有 展 宽 , 例 如 一 个 高 斯 波 包 ( 即 一 组 振荡 的 、 通 过 干 


1 


扰 这 个 振 蓝 在 小 范围 内 相互 增强 ,在 此 小 范围 外 彼此 抑制 的 复合 
波 ) 的 自由 运动 会 随时 间 展 宽 , 而 这 样 一 个 波 包 在 谐振 子 势 下 不 展 
Ж. 在 相 空间 中 可 以 建立 相似 于 薛 定 刘 波 动 方程 的 Wigner 函数 的 
时 间 演 化 方程 ,这 就 使 得 研究 量子 相 空 间 中 分 布 函数 演化 也 带 有 
动力 学 性 的 意义 , 即 具 有 波 粒 二 象 性 的 意义 . 

研究 相 空 间 量子 力学 的 另 一 意义 就 是 企图 寻找 量子 力学 与 经 
典 力 学 的 相似 性 ,通过 与 经 典 力学 的 规律 做 类 比 来 深入 理解 微观 
世界 的 运动 规律 .思想 家 康德 曾 说 ;每 当 理智 缺乏 可 靠 论证 的 思 
路 时 ,类 比 这 个 方法 往往 能 指引 我 们 前 进 . ”由 于 量子 力学 理论 波 
函数 的 几率 假设 本 身 带 有 统计 的 特性 ,所 以 量子 力学 的 相 空 间 描 
述 能 与 经 典 统 计 力学 和 统计 数学 作 一 定 的 类 比 . 

20 世纪 70 年 代 诞 生 的 量子 光学 的 重要 实验 支柱 是 激光 , 描 
述 它 的 量子 态 是 相干 态 , 一 种 最 接近 于 经 典 情况 的 态 . 众所周知 ， 
一 个 经 典 粒子 在 (g，p) 相 空间 占据 一 点 , 它 的 运动 是 一 条 线 轨 迹 ; 
而 一 个 量子 相干 态 在 相 空间 中 则 占据 一 块 小 面积 ,这 是 因为 坐标 - 


动量 的 均 方差 之 积 A(Q)A(P) = È, 这 个 极 小 面积 的 存在 暗示 了 


相 空间 量子 力学 的 研究 有 其 本 身 的 特点 ,因而 是 有 趣 的 . 量子 相干 
态 的 演化 在 相 空间 中 就 是 这 块 面积 的 移动 ,我 们 发 现 它 可 以 对 应 
于 经 典 傅 里 叶 光 学 的 菲 涅 耳 衍射 . 事实 上 ,正如 将 要 展示 给 读者 看 
的 ,量子 光学 的 许多 重要 内 容 在 相 空 间 中 阐述 物理 意义 还 是 较 明 
确 的 ,这 是 研究 相 空 间 量子 力学 的 第 三 层 意义 . 

量子 力学 的 大 部 分 算 符 之 间 是 不 对 易 的 ,它们 的 经 典 对 应 难 
以 捉摸 ,在 相 空 间 中 的 表现 有 多 样 性 ,这 就 使 得 相 空 间 量子 力学 的 
内 容 丰 富 多 彩 . 相 空 间 表 述 的 一 个 重要 任务 是 :把 量子 力学 算 符 以 
一 定 的 规则 (例如 Weyl 对 应 规则 ) 对 应 到 g-p 相 空 间 的 经 典 的 坐 
标 -动量 函数 , 它 与 量子 态 的 Wigner 函数 密切 相关 . Dirac 说 :对 
于 经 典 力学 的 正则 变换 应 该 有 量子 力学 的 勾 正 算 符 与 其 对 应 . ”所 
以 ,从 经 典 变换 寻找 有 物理 应 用 的 量子 算 符 也 是 相 空间 量子 力学 的 
重要 任务 . 例如 ,正如 我 们 以 后 会 谈 到 的 从 经 典 光 学 的 菲 涅 耳 变 换 
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可 以 找 出 我 们 所 谓 的 量子 菲 涅 耳 算 符 ,并 研究 其 与 量子 Tomography 
理论 的 关系 . 

英国 物理 学 家 麦克 斯 韦 曾 说 :“ 为 了 不 通过 一 种 物理 理论 而 获 
得 物理 思想 ,我 们 就 应 当 熟 悉 现存 的 物理 相似 人 性, 这样 一 来 ,所 有 
的 数学 科学 就 建立 在 物理 定律 与 数 的 定律 的 关系 上 ,以 致 精密 科 
学 的 目的 就 是 把 自然 问题 化 为 通过 数 运算 的 量 来 决定 . СРЕЛЕ 19 
正 是 把 点 粒子 的 经 典 动力 学 看 作 是 几何 光学 的 近似 而 想 出 了 波 函 
数 的 线性 波动 方程 . ) 这 段 话 很 能 概括 我 们 研究 相 空 间 量子 力学 的 
途径 , 即 用 自己 发 明 的 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,通过 对 由 ket- bra 
组 成 的 积分 型 投影 算 符 积分 ,完成 从 经 典 变换 到 量子 力学 变换 的 
过 渡 , 使 得 量子 相 空 间 的 统计 理论 通过 相干 态 表象 能 与 光学 变换 
理论 相对 照 ,并 能 自治 地 纳入 压缩 态 理论 , 极 大 地 丰富 量子 相 空间 
的 内 容 , 深 化 量子 力学 的 数理 基础 . 

量子 相 空 间 分 布 函数 作为 量子 力学 态 的 一 种 描述 允许 人 们 用 
尽 可 能 多 的 经 典 语言 来 描述 系统 的 量子 特性 . 另 一 方面 ,人 们 也 逐 
渐 想 办 法 来 测量 对 应 密度 算 符 o 的 Wigner 函数 ,从 它 的 Radon 变 
换 再 发 展 Tomography 测量 理论 ,因此 量子 相 空间 理论 也 可 以 为 
量子 测量 提供 重要 的 理论 基础 . 

本 书 用 作者 自 创 的 有 序 算 符 内 的 积分 技术 (TWOP 技术 ) 以 办 
新 的 视角 和 方法 研究 量子 态 在 相 空间 中 的 准 几率 分 布 函数 表示 、 
演化 、 重 构 , 以 及 经 典 函 数量 子 化 经 典 变换 与 量子 么 正 变换 的 关 
系 , 以 促进 和 深化 量子 统计 的 理论 . 由 于 方法 新 颖 , 故 能 博 观 返 约 ， 
由 约 创新 . 近年 来 ,量子 纠缠 被 广泛 用 来 研究 量子 光学 、 量 子 信息 
和 量子 计算 机 ,本 书 将 着 重用 IWOP 技术 讨论 由 量子 纠缠 所 引起 
的 相 空间 量子 力学 的 新 特点 ,这 将 成 为 本 书 的 特色 之 一 . 

清 代 大 学 者 袁枚 曾 说 :“…… 由 博 观 返 约 之 功 ,为 陈 年 之 酒 , 风 
箱 之 木 , 药 济 之 此 首 , 非 枯 杭 简 寂 之 谓 , 然 必须 力学 苦 思 , 常 年 不 
倦 . "科技 著作 的 写作 应 该 是 承 前 人 未 了 之 绪 , 开 后 人 未 省 之 端 . 

写作 风格 上 ,我 们 尽量 向 Dirac 学 习 , 尝 尚 简洁 与 优美 ,有 序 
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算 符 内 的 积分 技术 揭示 了 Dirac 符号 法 的 深层 次 的 美 与 简洁 ,这 
一 点 使 人 想起 清 代 桐城 派 代表 人 物 刘 大 魁 曾 写 道 , 凡 文 笔 老 则 
简 , 意 真 则 简 , 辞 切 则 简 , 理 直 则 简 , 味 淡 则 简 , 品 贵 则 简 , 神 远 而 含 
藏 不 尽 则 简 , 故 简 为 文章 尽 境 . ” 

上 海 交 通 大 学 校 领导 张杰 . 谢 绳 武 . 叶 取 源 及 物理 系 领 导 叶 庆 
好 十 分 关心 “量子 物理 新 进展 系列 ”的 写作 和 出 版 ,给 予 了 有 力 的 
支持 ,笔者 范 洪 义 在 写作 过 程 中 得 到 妻子 全 海光 以 及 研究 生 们 的 
协助 ,他 们 是 刘 述 光 、 唐 绪 兵 . 宋 军 、 陈 俊 华 , 任 刚 、 许 业 军 、 谢 传 梅 、 
胡 利 云 囊 洪 春 、 徐 学 翔 . 范 悦 、 周 军 和 陈锋 ,在 此 深 表 感谢 . 每 当夜 
RARE .身心 困倦 想 偷 点 懒 时 , 范 洪 义 脑海 里 就 会 闪现 慈母 毛 婉 珍 
50 多 年 前 在 灯 下 为 小 学 生 批 阅 作 文 时 边 读 边 改 时 的 情景 ,她 那 消 
瘦 的 脸庞 和 慈祥 的 目光 浮现 在 儿子 眼前 ,鞭策 着 他 再 打 起 精神 , 坚 
持 工 作 一 会 儿 . 

科研 作品 贵 在 学 附 渊源 ,标新立异 , 方 能 使 读者 动 其 妍 思 , 引 
其 芳 绪 . 人 的 精力 与 时 光 有 限 ,而 追求 科学 真理 无 涯 ,因此 至 人 读 
书 , 当 读 创 意 鲜明 者 、 理 论 优美 者 ,方法 直 捷 者 、 叙 述 清晰 者 、 悠 久 
不 朽 者 ,以 此 五 点 为 标准 , 则 鲜 见 佳 本 也 . 笔者 不 才 , 写 作 时 尽量 以 
此 五 点 标准 来 要 求 自 己 , 然 终究 水 平 有 限 , 祈 望 读者 教 正 . 


范 洪 义 写 于 浩然 大 厦 
2011 年 12 月 
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绪论 ” 相 空 间 量子 化 的 早期 
理论 与 绝热 不 变量 


ELF HERR TA BOE TS B0 023 71 28 YR TER E AB РЕЛ 26: 
表述 (这 两 种 表述 被 狄 拉 克 视 为 同一 器 ,并 发 展 为 符号 法 ) 和 费 曼 
的 路 径 积分 表述 “外 ,还 有 一 种 常用 的 是 相 空 间 表述 , 相 空 间 的 维 
数 是 系统 的 自由 度 的 两 倍 . 可 以 说 , 玻 尔 - 索 末 菲 作用 量 的 量子 化 
〈 旧 量子 理论 ?就 是 在 相 空间 中 进行 的 . 以 谐振 子 为 例 , 令 其 哈密 顿 
量 等 于 一 个 常量 


2 242 
Н = P +” Q = Е, (0.1) 
2m 2 


并 设 g [28 sind, dq = ES cos 0d0, 这 就 成 了 相 空间 中 的 一 
个 椭圆 方程 . 沿 椭圆 环 路 积分 包含 的 面积 


中 as = RE 


再 由 普 朗 克 量 子 假设 


E, 


2x 
| соѕ:040 = “ЛЕ, = (0. 2) 
0 [7] v 


E, — nhy (0. 3) 
Ju 
oda = nh (0.4) 
说 明 该 面积 内 有 2 个 量子 . 
系统 动力 学 的 相 空间 描述 方式 有 利于 “绝热 不 变量 ”的 讨论 . 


力学 系统 在 外 部 条 件 无 限 缓慢 改变 (外 来 干扰 ) 下 的 进程 叫做 “ 绝 
热 的 ”. 相对 于 外 来 干扰 而 言 ,需要 加 以 量子 化 的 量 ,从 经 典 力学 层 


Ñ 


面 上 看 必须 是 对 外 来 干扰 不 敏感 的 量 . 爱 因 斯 坦 曾经 提出 绝热 不 
变量 的 概念 , 它 是 绝热 过 程 中 的 一 个 不 变量 . 仍 以 谐振 子 为 例 , 从 


жо. 2 可 以 看 出 也 是 绝热 不 变 的 . 这 可 以 通过 单 摆 来 说 明 ,在 所 


弦 的 起 点 挖 一 细 孔 ,通过 小 孔 极其 缓慢 地 拉动 摆 弦 ,以 改变 摆 的 长 
JE L 弦 的 张力 由 摆 的 重力 与 向 心力 两 部 分 组 成 ,所 作 的 功 


8A =— (mgcos g + ml ф°) 81 (0. 5) 


这 里 是 角 位 移 . 在 提升 摆 弦 所 导致 的 绝热 变化 中 ,发 生 了 许多 次 
振动 ,但 ! 没有 明显 改变 ,可 通过 平均 值 写 出 方程 


8A =— (mg cos g + ml ф1381 (0. 6) 
现在 将 能 量 的 增加 8А 分 解 为 外 能 量 的 增加 和 内 能 量 的 增加 : 
8A =—mg8l + 8E (0.7) 
对 于 内 能 部 分 ,有 


BE = [mg (1 — 089) — ml ф°181 = (Eva 一 2 Esa) 2 
(0. 8) 
只 要 振动 是 简 谐 的 ,就 有 Eom = Eom, Aut 


dE 18 1 
E^ 3 pound. 


(0.9) 


ЕЙ RE 二 常数 (0.10) 


如 果 通 过 该 孔 缓慢 地 拉动 摆 弦 ,振动 能 量 的 改变 将 与 频率 成 正比 , 

还 可 以 更 直观 地 用 介 观 电路 的 量子 化 理论 来 分 析 量子 电路 中 
的 绝热 不 变量 , Louisell’ 是 第 一 个 把 介 观 电路 量子 化 的 物理 学 
家 , 介 观 LC 电路 的 经 典 哈密 顿 量 是 


2 


2 2 
H=P LS. par (0.11) 


加 入 量子 化 条 件 [q, ] = ih, Bb Е Ab I ER L 99 
量子 化 为 正则 动量 ,并 引入 


q=, E ata), pi f 6а а) 0.12) 


RP, wl = (oC), 则 哈密 顿 量 变 为 
=Q LIP ee (0.13) 


式 中 , 6 = LI 是 电感 磁 通 . 电量 Q 的 突变 需要 一 脉冲 电流 7, 但 是 
这 种 脉冲 电流 将 会 对 电感 产生 一 个 无 限 大 的 磁场 ,所 以 Q 是 不 突 
变 的 . 同样 地 ,@e 正比 于 电感 的 磁场 能 量 , 它 也 是 不 可 能 突变 的 . 
所 以 当 一 个 介 观 LC 电路 的 L 和 C 在 外 部 干扰 下 做 无 限 小 的 改变 
时 , 工 -~ 工 十 江 ，C-~C 十 8C, 电 路 的 能 量 改 变 为 


ан = (f) (27)- es (ze) (ar) 


=- CC LL (0. 14) 


由 于 参数 L 和 C 是 绝热 变化 的 ,其 间 电 路 发 生 了 多 次 振荡 , 故 取 
平均 (从 而 平均 电容 能 = 平均 电感 能 二 E) ,可 以 得 到 
Q'sC esL — E(8C,8Ly p vLE 
B= FCC LT CL) E УС 
(0. 15) 


对 方程 (0. 15) BU RB 8] 
EVLC = E/w = const. (0. 16) 
考虑 上 述 一 般 讨论 的 一 个 具体 情况 . 在 经 典 理论 中 ,假设 电路 的 电 
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容 是 板 面积 为 A 的 两 平行 板 电容 器 ,相距 D, 填 满 介 电 常 数 为 e 的 
材料 ,那么 


= 6А 
c=% (0.17) 


一 块 板 对 另 一 块 板 的 作用 力 为 


F= 2a (0. 18) 


这 正 是 分 开 这 两 块 板 所 需要 的 作用 力 , 由 于 拉 板 的 速度 非常 慢 , 所 
需要 的 真正 作用 力 


二 
F- Q= СЕ = з (0.19) 
所 以 
3E = ЕВР = 8р (0. 20) 


2D 
对 式 (0. 20) 814 BD 48 9] 
In E = һуб (0. 21) 


所 以 F = const. ,由 于 电容 与 两 板块 之 间 的 距离 D 有关 ,DD 越 


大 ,电容 越 小 ,所 以 w 一 ae ec VD ,又 得 到 上 = const. 


至 此 ,我 们 找到 了 量子 LC 电路 的 绝热 不 变量 , 它 在 形式 上 类 
似 上 述 钟 摆 的 绝热 不 变量 . 这 种 类 比 也 称 为 科学 的 隐喻. 

隐喻 既是 人 类 的 一 种 思维 活动 ,也 是 一 种 语言 表述 ,长 期 以 来 
它 被 广泛 地 应 用 于 文学 创作 和 思想 交流 . 如 “ 桥 影 虚 园 空 ,水 痕 淡 
人 情 ”( 范 洪 义 诗句 ),“ 天 河 断 情 桥 , 冬 月 离 悉 灯 ”, 而 科学 家 们 则 将 
它 用 于 探索 和 创新 . 隐喻 的 主要 功能 是 使 我 们 能 由 此 及 彼 、 由 表 及 
里 的 联想 ,左右 着 源 地 关联 ,举一反三 地 多 方位 思索 . 如 电影 中 的 


4 


蒙太奇 手法 ,适时 地 切换 意象 ,以 达到 新 的 境界 . 尤其 是 对 于 理论 
物理 学 家 ,隐喻 是 作出 重大 发 现 的 有 效 思 维 模式 . 

例如 ,关于 德 布 罗 意 提出 物质 波 - 粒 二 象 性 公式 (电子 是 粒 
子 ,又 是 波 ) ,一 个 有 趣 的 故事 说 道 , 一 天 , 德 布 罗 意 无 意 中 看 到 
学 物理 的 哥哥 忘 在 家 中 的 一 份 关 于 “光量 子 理论 ”的 学 术 会 议 记 
录 , 他 读 到 了 一 位 叫 爱 因 斯 坦 的 人 提出 的 “ 光 既 是 波 也 是 粒子 ” 
的 光量 子 理论 . 他 想 :“ 不 难 理解 光 是 波 , 比 如 雨 后 七 色彩 虹 的 形 
成 是 由 于 各 色光 的 波长 不 一 样 ,它们 遇 到 水 珠 后 产生 的 折射 率 
也 不 相同 ,使 原本 混在 一 起 的 各 色光 产生 干涉 . 然而 将 光 看 作 是 
粒子 ,这 太 让 人 难 理解 了 . 看 来 要 想 了 解 其 中 的 奥秘 ,只 有 再 上 
大 学 ,去 学 物理 !” 于 是 他 拜 朗 之 万 为 师 , 用 功 起 来 . 由 于 德 布 罗 
意 年 轻 时 参加 过 第 一 次 世界 大 战 ,在 一 个 气象 观测 队 里 服役 , 因 
此 每 日 里 都 盯 着 天 气 …… 不 久 , 他 党 得 要 了 解 天 气 莫 过 于 观察 
青蛙 ,战争 时 他 一 直 和 青蛙 生活 在 一 起 . 是 青蛙 跳水 时 的 波纹 提 
示 了 电子 的 波 . 

再 如 ,在 巴 丁 \ 库 珀 和 施 里 弗 攻克 超 导 理 论 的 进程 中 , 库 珀 首 
先 研 究 了 费 米面 外 围 两 个 具有 反方 向 自 旋 的 电子 之 间 的 净 作 用 力 
表现 为 吸引 力 的 课题 ,并 首 告 成 功 . 库 珀 感到 非常 兴奋 ,而 巴 丁 坚 
持 认为 库 珀 的 解决 办 法 是 不 完善 的 . 因为 他 们 尚 不 清楚 如 何 从 单 
个 的 “ 库 珀 对 ”发 展 出 一 个 完全 的 多 电子 理论 . 施 里 弗 回 忆 道 :“ 我 
们 尝试 了 许多 办 法 ,但 是 依旧 没有 进展 . ”一 个 主要 的 障碍 是 同时 
对 付 多 个 电子 对 ,而 大 多 数 的 电子 对 是 重 释 在 一 起 的 . 即便 是 对 这 
种 情况 下 定义 ,也 变 得 很 困难 . 

一 年 后 , 施 里 弗 找到 了 一 个 办 法 , 即 通过 联想 很 多 对 夫妻 在 拥 
挤 的 舞池 中 跳 扭 摆 舞 这 个 例子 来 描述 这 个 问题 . 扭 摆 舞 在 20 世纪 
50 年 代 很 流行 ,参加 的 数 对 夫妇 都 分 开 同 他 人 跳舞 ,但 是 两 人 之 
间 通 过 手 拉手 连 在 一 起 ,即便 彼此 之 间 会 隔 有 其 他 的 舞 者 . 问题 在 
于 如 何以 数学 的 方式 来 表述 这 种 情况 . 施 里 弗 记 得 巴 丁 说 过 :“ 这 
对 于 我 们 来 说 非常 困惑 ,这 种 情况 处 于 一 个 动量 空间 . 你 不 应 该 过 
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多 考虑 坐标 空间 . 如 果 你 用 正确 的 语言 来 看 待 它 的 话 , 就 没有 那么 
困惑 了 . ”经 过 努力 , 施 里 弗 终于 找到 了 超导体 的 基态 波 函数 . 施 里 
弗 巧 比 电子 对 为 跳 扭 摆 舞 就 是 一 种 隐喻 . 

又 再 如 , 玻 恩 的 物质 几率 波 与 流感 的 比拟 ， 

玻 恩 在 20 世纪 20 年 代 使 哥 廷 根 大 学 成 了 量子 力学 中 心 ， 
他 为 薛 定 谓 的 公式 找到 了 一 种 新 的 解释 :在 空间 任何 一 个 点 上 
的 波动 强度 一 一 数学 上 通过 波 函 数 的 模 的 平方 来 表达 一 一 是 在 
这 一 点 碰 到 粒子 的 概率 的 大 小 . 据 此 ,物质 波 有 点 类 似 流感 . 假 
如 流感 波及 一 座 城市 ,这 就 意味 着 :这 座 城市 里 的 人 患 流行 性 感 
冒 的 概率 增 大 了 . 波动 描述 的 是 患 病 的 统计 图 样 ,而 非 流 感 病原 
体 自身 . 物质 波 以 同样 的 方式 描述 的 仅仅 是 概率 的 统计 图 样 ,而 
非 粒 子 自身 数量 . 

又 再 如 ,对 称 性 的 “自发 破 缺 "是 比较 难以 理解 的 物理 概念 . 萨 
拉 姆 举 了 下 面 的 例子 :假设 邀请 人 们 坐 在 一 个 圆桌 上 吃饭 . 每 个 人 
的 餐具 旁 是 一 盘 色拉 , 它 放 在 主 菜 盘 之 间 . 如 果 你 不 懂得 就 餐 的 规 
矩 , 你 就 不 知道 你 盘子 左边 的 色拉 还 是 右边 的 是 属于 你 的 一 一 这 
是 对 称 的 . 然而 ,如 果 有 一 位 客人 拿 了 他 右边 的 色拉 ,于 是 其 他 的 
人 就 必须 照样 做 . 左 - 右 对 称 性 就 “自发 破 缺 ”了 . 

可 见 , 隐 喻 既 可 帮助 理解 物理 ,也 可 产生 想象 力 . 值得 指出 ， 
文学 家 的 隐喻 也 可 为 物理 学 家 所 用 ,例如 , 南 唐 李 后 主 ( 李 煜 ) 曾 写 
过 :“ 剪 不 断 , 理 还 乱 ”, 本 意 是 形容 离 悉 ,笔者 范 洪 义 将 它 用 于 描写 
量子 力学 中 的 量子 纠缠 态 , 并 首先 导出 了 纠缠 态 表象 ,为 理解 爱 因 
斯 坦 的 量子 纠缠 思想 提供 了 新 思路 . 读者 在 本 书 的 以 后 章节 中 ,也 
会 看 到 隐喻 的 其 他 应 用 . 
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le 普 朗 克 创 世 量 子 论 的 历史 回 
顾 和 普 朗 克 公 式 的 三 种 推导 


1.1 普 朗 克 的 “移花接木 ” 


说 到 相 空 间 量子 力学 , 它 与 量子 统计 学 忠 密 不 可 分 ,因此 我 们 
不 可 避免 地 要 提 到 量子 相 空间 的 基本 单位 万, 它 可 以 迫 溯 到 普 朗 克 
(1900 年 ) 的 光量 子 论 的 研究 . 具体 地 说 是 普 朗 克 最 早 在 提出 能 量 
子 的 概念 时 ,就 出 现 了 量子 统计 的 萌芽 . 这 也 可 以 从 他 提出 的 辐射 
能 量 密度 公式 (或 线性 振子 平均 能 量 公式 ) 


加 8m? 


wan 8 (1.1) 


U=5 


中 看 出 . 其 中 < RARE th ica Js REA AR у 
的 电磁 驻 波 的 模式 密度 ,可 以 从 经 典 Maxwell 电磁 理论 导出 ,并 
已 计 人 了 同一 传播 方向 上 的 两 种 横向 偏振 态 ;ri 一 [是 每 个 模 


式 的 平均 能 量 [暗含 了 “振子 ” 量 的 量子 化 (电磁 波 模式 的 量 
子 化 )]. 

简单 回顾 一 下 普 朗 克 在 1900 年 是 如 何 慧 眼 独 具 的 外. 历史 
上 ,在 普 朗 克 以 前 ,关于 黑体 辐射 的 维 恩 公 式 是 (8, y 是 常数 ,4 是 
波长 ,v RESO 


= Jexp(— 2) REM h = avexp(—®) a.2) 
瑞 利 - 金 斯 公式 是 
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2 
ху dv(kT) (1.3) 


с 


вё = GT) 或 фф 


kT Ж В ABM Maxwell 分 子 运动 论 的 能 量 均 分 律 . 

针对 黑体 辐射 理论 的 维 恩 公式 与 瑞 利 - 金 斯 公式 的 不 和 谐 , 普 
朗 克 最 先是 用 热力 学 的 方法 进行 分 析 , 他 注意 到 ,如 果 维 恩 公 式 是 
正确 的 ,那么 比较 式 (1.2) 和 (1.3) 可 以 引入 一 个 振子 的 平均 能 量 
U, 让 它 对 应 瑞 利 - 金 斯 公式 中 的 kT, 因而 看 出 


Уехр(— 2) ос Uy аф 
或 
U = wexp(—&) (1.5) 
由 热力 学 第 二 定律 
(85), =+ 01.6) 


90/7) 19T _ әш 


SRB AB 3U Tau’ 8ü/D By’ exp — A/T) 
可 得 
Еа = gem m (1.7) 
BA 
2 Bm M -- best eh 


(1. 8) 


另 一 方面 ,如 果 瑞 利 - 金 斯 公式 是 正确 的 ,那么 U 一 AT, 由 式 (1.6) 
可 得 


— x = (1.9) 


ə:s 
әр? 


di 3 E UL АНЕ ВОЯ S 对 内 能 U 的 二 次 微 商 二 这 个 


ж.т ARB 95 oc 
X Soc — EMERI. ыы. REA CT 
验 物理 学 家 只 是 看 到 根据 温度 -光谱 在 高 频 与 低频 处 画 出 的 曲线 
不 同 ), 于 是 他 “移花接木 "做 调和 ,假定 内 插 公式 为 


OS cR. 
eU  Uq-U 


一 二 ,而 对 于 瑞 利 - 金 斯 公式 来 说 


(1. 10) 


则 有 
1 [55 
T eU 
由 此 解 出 口 ,并 比较 式 (1. 5) ,得 


), «ЁШ, 其 中 а (1.11) 


U- ——— B = const» ——_* —— — (4.12) 
exp( 去 )- 1 exp (const . T]- 1 
再 比较 瑞 利 - 金 斯 公式 ， 


U = S 
ç 


2 . 
const * y (1.13) 


exp(const . r]- 1 


用 维 恩 位 移 律 分 别 确定 分 子 和 分 母 中 的 常数 ,可 见 a — k 
兹 曼 常 数 ) ,8 — hv, 便 导 出 了 式 (1. 1). 

为 了 进一步 给 出 此 公式 的 物理 解释 , 普 朗 克 “ 孤 注 一 掷 ”, 尝 
试用 玻 尔 兹 曼 的 统计 法 把 总 能 量 U, = NU 分 配 于 N 个 粒子 ; 另 
一 方面 ,Un = pe Ср 是 分 立 的 整数 ,e 称 为 能 量 元 ) ,由 组 合 学 得 
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RAR GE p 个 不 可 区 分 的 能 量 元 分 配给 N 个 不 可 区 分 的 振子 
的 方式 ) 是 


(N+p—D! (N- p) 
(N—DIB "^ NP w . 14) 


再 用 Sy = kin wi SLAB KA)» Sy = NS, 和 Stirling 公式 得 
3) 41 HH. 


s~#[ (Z+1)m(Z -Ung g] (1.15) 


读者 可 以 验证 ,对 式 (1. 11) 中 的 U 积分 (用 积分 公式 [In azdz = 


zlnax —2), 可 以 得 到 式 (1.15). 把 e 写 为 hy, 亡 是 与 振子 特性 无 关 
的 常数 ,Planck 再 一 次 得 到 了 式 (1. 1) ,后 来 确定 廊 = 6.55 x 1077 
焦耳 秒 . 

就 这 样 , 普 朗 克 在 辐射 理论 中 引入 某 种 不 连续 能 量 单元 ,并 用 
统计 方法 ,重新 导出 了 他 的 辐射 公式 所 对 应 的 炉 的 形式 ,从 而 确定 
线性 谐振 子 能 量 元 为 加 . 

普 朗 克 亲 自 经 历 了 物理 理论 的 重大 变革 所 伴随 的 酸甜苦辣 . 他 
本 人 曾 花 了 十 五 年 时 间 来 反思 他 的 能 量 量子 化 问题 是 否 正确 . 他 
说 ,“ 一 个 新 的 科学 真理 的 确立 ,与 其 说 是 由 于 反对 者 声明 自己 搞 通 
了 ,不 如 说 是 因为 它 的 反对 者 逐渐 衰亡 了 ,而 新 的 一 代 一 开始 就 习 
惯 和 熟悉 这 个 真理 . ” 普 朗 克也 说 谅 告诫 我 们 ,要 警惕 科学 上 的 假 问 
题 ,避免 为 这 些 貌 似 正确 的 问题 所 投入 的 大 量 脑 力 和 财力 付 诸 
东 流 . 


1.2 玻 色 的 “锦上添花 ” 


直到 1924 年 ,S. N. Bose 用 考虑 粒子 全 同性 的 统计 方法 , 即 
从 黑体 腔 内 光子 的 不 可 分 辨 性 提出 了 有 交换 对 称 性 的 统计 法 导 
出 普 朗 克 公式 ,在 给 爱 因 斯 坦 的 信 中 ,Bose 写 道 :“…… 我 试图 不 
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用 经 典 电动 力学 而 导出 Planck Ë REP ie Ж КОЮ, A 


zs fa] f BO EAR BE TE DX IA? oe" LICHE VERE UM PL BE EE k T 
经 典 物理 学 的 框框 , 玻 色 的 “锦上添花 ?正式 翻 开 了 量子 统计 学 
的 一 页 . 

Bose 的 论文 4 普 朗 克 定 律 和 光量 子 假说 ) 中 ,用 德 布 罗 意 关系 


p 一 P 把 相 空间 体积 表示 为 


Jazdydedpedp,dp. = aa). d = an va, 

(1.16) 
以 友 ; 为 相 空 间 基 元 单位 ,考虑 到 偏振 ,从 式 (1.16) 得 到 属于 dv 的 
相 格 数 为 


2 
А = gay d (1.17) 
с 


рне r PREAH 的 振子 (量子 ) 的 相 格 数 ,(s 标识 不 同 
的 振动 频率 ), A = >) pt 为 所 有 的 相 格 数 ,根据 排列 理论 及 各 态 
历经 假说 ,A: 的 划分 为 


A'! 


1.18 
Pil pi 415187 


N: = У); (1.19) 


为 所 有 的 振子 数 ( 有 ~ 个 振子 包含 在 pO. 由 万 的 分 布 来 定义 的 状 
态 的 几率 显然 是 


w= J -A a. 20) 


考虑 到 可 把 р; 看 作 是 很 大 的 数目 ,根据 Stirling 公式 ,对 于 大 的 数 
pH lg pi! ~ pig p; — 1), 所 以 


lgW = x (Ig A"! — Die e !) 
~ Уа (ig A — D— У)р:08 2 — 19) 

- Xl lg A’ - Mags] (1.21) 

对 于 能 量 E, 
E= X N'hi 

求 条 件 极 大 值 以 对 应 热平衡 态 , 条 件 是 : BE 一 0, 即 有 》)8p; = 0; 
WE SN: = 0,RI ғар, = 0. 于 是 通过 变 分 和 бае 乘 子 法 
可 得 


У avd + ]g p! TS Da Уур = 0 


(1. 22) 
式 中 心 和 方 为 两 个 独立 的 不 定 乘 子 ， 再 利用 5189; = 0, 得 
Ig pi БАВЕ =0 
其 解 为 
O2 Fel Ви" 
pi = В exp( 8 ) (1. 23) 


式 中 ,B: 可 由 A' = Уу: RN‘ = D)rp: EH, 


B'= A'1— e) (1. 24) 


于 是 得 到 


s Asie B 
N' = Dire’ = = (1. 25) 


2 
从 而 A = 8xV 2, 


c 


E= XIN = Der eV 


en 


(1. 26) 


1—e* 


利用 热力 学 关系 可 定 出 8 = kT, 即 得 普 朗 克 公式 . Bose 的 推导 实 
质 上 是 把 光量 子 视 为 光子 性 的 粒子 ,属于 同一 相 空间 的 元 胞 中 的 
粒子 是 不 可 区 分 的 . 


1.3 利用 广义 Hermann - Feynman 定理 推导 普 朗 
克 公 式 的 尝试 中 


这 一 节 , 利 用 广义 Hermann - Feynman 定理 号 来 重新 得 到 辐 
射 能 量 密度 公式 (或 线性 振子 平均 能 量 公式 ), 即 式 (1. 1). 
常见 的 Hermann - Feynman 定理 是 呈 


SE, _ əH 

a^ ӨН.) (1.27) 
其 中 , 含 参量 为 X 的 哈密 顿 量 H 的 本 征 矢 为 | 加 ,满足 本 征 方程 

H | p) = E, | gn) (1. 28) 


在 量子 力学 与 量子 化 学 中 ,许多 有 关 能 级 的 复杂 问题 都 可 以 
借助 Hermann - Feynman 定理 进行 分 析 计算 ,但 是 这 个 定理 (1. 27) 
只 适用 于 纯 态 平均 ,对 于 由 密度 矩阵 o 描述 的 混合 态 则 不 适用 , 因 
此 非常 有 必要 将 式 (1. 27) 进 行 推广 . 

对 处 于 热平衡 状态 的 混合 态 可 以 由 如 下 的 密度 算 符 来 描述 ， 


p= Let. В = GT)! (1. 29) 
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其 中 , Z= TrCe ?) 是 配 分 函数 , k SURE SENT 是 温度 . 


所 以 哈密 顿 量 H 的 系 综 平 均 即 为 
(HOD). = Tr[gH 00] = Z= 2,05 MEO) = EOD 
(1. 30) 
其 中 ,下 脚 标 。 表示 系 综 平均 . 对 于 任意 算 符 A 则 有 系 综 平均 
(A), = Tr(Ae*!)/Tr(e#) (1.31) 
对 式 (1, 30) 做 X 的 偏 微分 得 到 
am ш 
San. = = | 2 BE, CO + KID, +1] | 
d 
再 由 式 (1. 27), 则 方程 (1. 32) 可 以 写 为 
9 = = oH 
à; CD. = (1+ gan. - er SF) (1. 33) 
XH FH 是 不 显 含 8 的 ) 
(нёй) = ren ЭН) tree) 
9 -m ӘН = 
-[ ap (° ex) ]/т е”) 
__әГ fn 9H ы 
= ar E) Tie |+ 
TrGIe? YTr(e ein x )/ Ure 
Fe vm (1. 34) 


所 以 式 (1. 33) 变 为 
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2 cm, = P [ (28) ]— (tes (2H) as 


әх Әв 98^ әх 
对 式 (1. 35) At dg 积分 给 出 (K 是 积分 常数 ) 
QE) ) = [e$ Ә (ну. +K (1.36) 
做 dx 积分 则 给 出 


an, = (1 +82,)(99) ace airo». (1.37) 


当然 也 可 以 计算 
nomo eO» 
(AH)? = (H,—E m (1. 38) 
综合 以 上 所 述 ,广义 Hermann - Feynman 定理 为 
ə = a dH 
2m. = (а + gan, – pH) 88 ax ), (1. 39) 
M H 58RA, FHA. 39) 可 以 写 为 
° = 9/,/0H 
Sup, Sl ox] (1. 40) 


以 下 看 看 对 于 谐振 子 哈密 顿 量 H = ло ‘а 使 用 广义 Hermann - 
Feynman 定理 能 得 到 什么 ,现在 用 式 (1. 40) 推 导 Planck 公式 


ә ә [,|9H 9 
as D [^ Qe ).] ag #%е 41 
= а t =o 
= ap twa а] wap 1 
zd ВӘ 
= „Н. + aged (1.41) 


Bp 
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9—89 = 
(ea, -835)um. = an. (1.42) 


利用 特征 函数 方法 四 得 到 


=F ides cn (1. 43) 
积分 得 
In w =—Ingt+C,, In(H),—Inw = C; (1. 44) 
由 此 给 出 
(H>. = oF (Bo) (1. 45) 
可 以 验证 式 (1.45) ,注意 到 
vÈ 58, Ino = Inp=y (1. 46) 


可 将 式 (1. 42) 改 写 为 


(& -1)un. - agna (1.47) 
它 的 解 为 
(Н), = erg(z 十 y) = oF (Bo) (1. 48) 
— | /moa4;—1 
为 了 决定 式 (1. 45) 中 下 的 形式 ,引入 a = | Q+i ===); 
42 , 精确 到 一 个 零点 能 的 范围 内 ， 
=F 1с (1.49) 


可 以 看 到 , 当 w +0, H> P. (自由 粒子 ), 式 (1. 45) 就 变 为 
lim( H>, = lim oF (Bw), (w — 0) (1. 50) 
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所 以 当 lim, .owF (Bo) 是 有 限时 ,就 有 
lim, . F (fw) — оо (1. 51) 
另 一 方面 ,回忆 自由 粒子 密度 算 符 o 的 布 洛 赫 方程 
ce - Eoo, p (1.52) 
它 的 归 一 化 解 为 
po, p = [5B - expL— Вр°/ m»), Trp=1 (1.53) 


所 以 H, = ү 的 能 量 平均 为 


dip. = (Е) = „8. [ар Z expl- p/m] 


= Jae (7 8) firex- вр'/ ото) 
=1 _ T 
= k= 


(1.54) 
比较 式 (1. 54) 和 (1. 50) 给 出 


(Hj), = lim-o (H). = lim owF (Bu) = 0 X oo = T 
(1. 55) 
这 告诉 我 们 利用 洛 必 达 规则 可 以 将 不 定形 变 为 确定 形 . 很 明显 地 ， 
= lim-o doe (1. 56) 
由 于 洛 必 达 规则 是 用 求 导数 来 计算 出 含 不 定型 (这 里 是 0X co) BY 
极限 ,可 以 看 出 最 简单 的 表达 式 , 它 在 用 洛 必 达 规 则 后 能 接近 到 
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: h 
lim, +o Ве“ 的 是 


Р : h 
Mim, -ow X Geez = lim.» gom (1.57) 
比较 式 (1. 57)、(1. 56) 和 (1. 55) 并 考虑 到 式 (1. 51) ,得 到 Fo) fJ 


形式 为 


E 1 
Fw) = 3: —1 (1.58) 


(H). = (1. 59) 


He _ 
ge] 
这 样 我 们 就 利用 广义 Hermann - Feynman 定理 得 到 了 辐射 能 量 
密度 公式 ,另外 ,又 可 得 到 如 下 两 条 性 质 . 

COD 平均 动能 等 于 平均 势能 . 由 对 易 关系 


[QP, Н] = iP — imat Q (1. 60) 
所 以 
0 = (QP, HD, = (Pl) —imwQo. 1.61) 
Bp 


an», = (E time), 


= (Е) = ошто, (1. 62) 


(2) А H 和 质量 有 关 , 但 〈 互 )。 却 和 质量 m 无 关 . 实际 上 ， 
由 式 (1. 62) 和 (1. 27) 立 即 给 出 
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一 0 (1. 63) 


从 以 上 几 节 的 讨论 中 ,我 们 看 到 普 朗 克 的 理论 推导 是 如 何 导致 发 
现 了 划时代 革命 性 的 量子 假说 的 ,懂得 这 个 推导 过 程 的 人 中 谁 会 
说 理论 不 重要 呢 , 当 实验 给 出 模棱两可 的 测量 数据 后 ,是 理性 思考 
使 人 们 摆脱 困境 , 迎 来 曙光 . 另 一 方面 ,从 另外 两 种 推导 普 朗 克 公 
式 的 方法 中 可 以 得 出 结论 :对 真理 的 追求 往往 可 以 是 殊途同归 的 . 
诚 如 费 曼 所 说 :“ 用 一 种 新 观点 来 认识 老 事 物 , 乃 是 一 种 乐趣 ”. 
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45 23k BR Dirac 符号 法 的 有 序 算 
符 内 的 积分 技术 (IWOP 技术 ) 


2.1 Dirac 符号 法 给 予 的 启示 


现代 科学 始 于 17 世纪 牛顿 - 莱 布 尼 芯 创立 的 微 积 分 . 数学 史 
在 这 个 时 期 竖立 起 了 一 座 里 程 碑 一 一 牛顿 和 莱 布 尼 世 各自 独立 发 
明了 微 积分 . 现在 ,这 门 数学 技术 早已 成 为 每 个 理工 科学 生 的 必修 
功课 ,其 重要 性 就 相当 于 绕口令 之 于 相声 演员 , 腹 式 呼吸 之 于 歌唱 
家 . 在 这 以 后 ,积分 学 有 两 个 发 展 方向 ,在 19 世纪 , 泊 松 将 复数 引 
和 信 微 积分 ,美国 数学 史家 克 兰 说 :“ 泊 松 是 第 一 个 沿 着 复 平 面 上 的 
路 径 实 行 积分 的 人 ”. 20 世纪 初 , 勒 贝 格 将 微 积 分 推广 到 被 积 函 数 
不 可 微 的 情形 ,并 由 此 创立 了 实 变 函 数论 . 微 积分 作为 数学 工具 而 
言 , 其 能 力 看 上 去 已 经 相当 强大 了 . 

沿 着 物理 专业 的 经 典 教科 书 一 路 翻 下 来 , 微 积 分 运算 就 像 空 
气 一 样 自然 而 且 无 处 不 在 ,弥漫 在 字里行间 . 直到 20 世纪 二 三 十 
年 代 狄 拉克 (Dirac) 的 名 著 《 量 子 力学 原理 》, 微 积分 运算 才 在 由 
ket - bra 符号 组 成 的 算 符 面前 遇 到 了 困难 , 夏 然 而 止 ,原因 无 外 平 
对 于 那些 不 可 对 易 的 算 符 ,风光 无 限 的 微 积分 感到 了 束手无策 . 

狄 拉 克 以 神 来 之 笔 发 明了 量子 力学 的 符号 法 来 阐述 量子 论 ， 
他 用 右 矢 | ?与 左 矢 人 | 描写 态 矢量 与 共 斩 态 矢量 ,从 记号 上 看 是 一 
目 了 然 ,浅显 易 懂 . 微 积 分 的 发 明 者 之 一 ,德国 数学 家 莱 布 尼 芯 曾 
说 ;“ 要 发 明 , 就 得 挑选 恰当 的 符号 ,要 做 到 这 一 点 ,就 要 用 含义 简 
明 的 少量 符号 来 表达 或 比较 忠实 地 描绘 事物 的 内 在 本 质 ,从 而 最 


大 限度 地 减少 人 的 思维 劳动 . ”例如 dq 与 | 都 是 他 发 明 的 .我 国 古 
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有 系 就 成 “家 ” 字 , 所 以 猪 是 人 类 最 亲情 的 家 畜 ; 月 光 抚 窗 即 为 明 . 
如 果 说 莱 布 尼 茨 是 数学 界 里 最 伟大 的 符号 学 者 ,那么 狄 拉克 就 是 
物理 学 界 的 最 伟大 的 符号 学 者 . 一 个 好 的 物理 符号 ,除了 应 具备 好 
的 数学 符号 具备 的 简洁 性 、 形 象 性 .关系 性 外 ,还 要 能 抽象 并 深刻 
地 反映 物理 内 容 . 就 狄 拉克 创造 的 右 矢 | 与 左 矢 《| 来 说 , 它 形象 地 
反映 一 个 人 态 |)s 经 过 一 个 仪器 的 作用 (以 算 符 A 表示 ) 而 成 为 出 
态 w《|, 即 形成 一 个 跃迁 矩阵 元 《1A1). 它 又 能 反映 关系 性 , 即 
《|) 代 表 内 积 , 而 1 《| 代表 算 符 ,因为 1》 (| 作用 到 一 个 态 |) 得 到 另 
一 个 态 |). | 的 里 面 可 以 填写 任何 物理 可 观测 量 的 信息 以 表征 这 
个 态 . 所 以 Dirac 符号 从 它 的 诞生 之 日 起 就 得 到 人 们 的 青睐 并 沿 
用 至 今 ,而 狄 拉克 本 人 也 对 这 套 符号 法 特别 钟爱 , 认为 它 是 “ 永 
垂 不 朽 ” 的 . 

但 是 在 欣赏 符号 法 的 过 程 中 ,正如 入 们 在 欣赏 艺术 品 时 往往 
会 出 现 的 情况 那样 ,是 “外 貌 人 人 看 得 见 , 涵 义 只 有 有 心 人 得 之 , 形 
式 的 背后 对 于 大 多 数 人 是 一 个 秘密 .所 以 Dirac 说 :“…… 符 号 
法 ,用 抽象 的 方式 直接 地 处 理 有 根本 重要 意义 的 一 些 量 ……”,“ 但 
是 符号 法 看 来 更 能 深入 事物 的 本 质 , 它 可 以 使 我 们 用 简洁 精练 的 
方式 来 表达 物理 规律 ,很 可 能 在 将 来 当 它 变 得 更 为 人 们 所 了 解 , 而 
且 它 本 身 的 特殊 数学 得 到 发 展 时 , 它 将 更 多 地 被 人 们 所 采用 ”可 
是 ,“ 微 雨夜 来 过 ,不 知春 草 生 ”, 一 代 接 一 代 的 人 们 看 过 和 学 过 
Dirac 的 书 及 相关 文章 何止 几 遍 ,但 如 何 直接 地 去 发 展 符号 法 却 长 
期 找 不 到 门 . 

这 里 我 们 要 反 “ 人 云 亦 云 一般 化 的 ,没有 自己 独特 的 创新 东 
西 ”而 行 之 , 即 揭示 出 对 连续 态 矢 组 成 的 投影 算 符 |f(q)，〉 (q | j Bf 
以 积分 的 (当然 此 积分 要 收敛 ). 这 就 为 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 学 开拓 
了 一 个 新 的 用 武之 “空间 ”. 我 们 首创 有 序 算 符 内 的 积分 方法 
(IWOP 方法 ) 去 有 效 处 理 ket - bra 型 算 符 的 积分 ,从 而 使 得 量子 
力学 的 表象 论 与 变换 论 “ 统 一 与 和 谐 ”, 也 进一步 揭示 符号 法 理论 
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的 内 在 完备 性 、 对 称 性 和 逻辑 简单 性 . 

中 国 古典 哲学 家 老子 曾 说 :“ 道 可 道 , 非 常 道 . ”Dirac 的 符号 
法 需要 我 们 去 开启 去 悟 “ 道 ”, 用 心智 去 体会 “ 美 ”, 在 这 样 做 的 过 
程 中 ,我 们 对 理论 物理 的 感觉 就 得 到 了 升华 ,素质 就 得 到 了 
提高 . 


2.2 坐标 表象 .动量 表象 和 粒子 数 表象 


用 以 描述 不 同 坐 标 系 下 微观 粒子 体系 的 状态 和 力学 量 的 具体 
表示 形式 称 为 量子 力学 中 的 “表象 ”, 最 早 由 Dirac 引入 . 他 把 系统 
状态 的 波 函 数 看 成 抽象 空间 中 的 态 矢量 在 某 个 表象 中 的 表示 , 力 
学 量 的 本 征 函数 即 此 空间 的 一 组 基 矢 . 基 矢 完备 性 是 构成 表象 的 
必要 条 件 , 但 完备 性 的 证 明 则 因 其 烦 珊 和 缺乏 普 适 而 有 力 的 积分 
方法 而 成 为 历来 困扰 物理 学 家 的 一 个 难题 ,这 极 大 地 限制 了 新 表 
象 的 发 现 . 由 于 针对 不 同 的 问题 选取 适当 的 表象 进行 求解 往往 可 
以 达到 事半功倍 的 效果 ,而 新 表象 的 缺乏 也 使 得 对 量子 力学 中 某 
些 问 题 的 探讨 变 得 相当 困难 . IWOP 技术 恰恰 提供 了 构建 各 种 新 
的 表象 的 有 效 方法 . 它 赋予 基本 坐标 、 动 量 表象 的 完备 关系 ,以 清 
晰 的 数学 内 涵 并 将 其 化 为 纯 高 斯 积分 的 形式 ,从 而 使 其 成 为 对 于 
数学 家 而 言 “如 同 2: 2—4 一 样 简单 的 东西 ”; 它 也 可 以 简化 相干 
态 完备 性 的 证 明 , 其 结果 与 通常 的 展开 相干 态 为 粒子 数 态 (Fock 
表象 ) 的 方法 殊途同归 ;我 们 发 现 , 通 过 把 正规 乘积 序 排 列 的 高 斯 
型 积分 算 符 ( 其 积分 为 1) 进 行 分 解 ,化 为 投影 算 符 , 就 可 发 现 大 量 
新 表象 ,如 多 粒子 纠缠 态 表象 .相干 纠缠 态 表 象 等 ,它们 的 出 现 使 
量子 力学 理论 绚丽 多 彩 . 

在 介绍 IWOP 技术 之 前 ,我 们 需要 回顾 一 些 必要 的 基础 知识 . 

4 Q. PP 分 别 为 厄 米 的 坐标 和 动量 算 符 ,满足 Heisenberg ТЕ 
АЮ KR ТЕВЕ) 


[Q, P] = iñ. (2.1) 
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QAP 的 本 征 态 分 别 是 |q) 和 |z), 则 有 


914 =919, 9 19 = 89 – 4): (2. 2) 
P| ру = pl р), (р | р) = 80р – р); 


н 
(qi P ——ih S491, 19 = ів | (2.3) 
Е 4° ар?" 

Dirac 给 出 的 完备 性 关系 是 
[aiou f aloen co 


为 了 求 19) 与 1p) 的 具体 形式 ,一 般 的 做 法 是 ,引入 Fock 态 , 这 可 以 
从 谐振 子 哈 密 顿 量 的 因 式 分 解法 (factorization method) MMW VE 
Bj. 在 因 式 分 解 中 引入 了 升 、 降 算 符 概念 ,把 谐振 子 相 邻 能 级 的 本 
征 态 联系 起 来 . 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 是 


н = p+ 1з, (2.5) 
2m 2 


Ri QUI P 定义 潭 灭 算 符 a 和 产生 算 符 a', а a ЛЕЖЕ, Вр 


1 то ; P 
ls Tri E. (2.6) 


то 


Arei x] (2. 7) 


则 易 得 
[a, at] = 1 (2.8) 
一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 可 改写 为 
H —he(a'a-- 3). (2.9) 
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定义 粒子 数 算 符 N = a'a, 它 的 本 征 态 记 为 |n), 则 有 


in| N[ n)=laln)>|?>0, 


1z? 中 的 最 低 一 个 态 10? 为 基态 , 则 必然 有 a | 0) = 0. 容易 证 明 


E at" 
| n) = Jal 1o, 
In) 张 成 的 空间 是 完备 的 
> [mOn |= 1, 


n=0 


而 且 


a|n)=VJn|n—-1), 
a! | п)= /nt1|nD, 


基态 10) 的 波 函 数 (910) 可 由 下 式 给 出 : 


0=¿(ql|a|0) = (ql Мк Qt+i 


xU eri JE £) 410), 


即 
4910) = cexp| — 217 |, 
其 中 < 是 归 一 化 常数 ,可 以 由 下 式 定 出 


1= 010 = |" 4400 | q) (q | 0) 


=lel? NE za* | 


(2. 10) 


(2.11) 


(2.12) 


A] o 


(2.13) 


(2.14) 
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=a so =. (2.15) 
Mw 


所 以 


49190) = (22) e|- 227]. (2. 16) 


以 下 为 方便 起 见 , 取 自然 单位 G= o = m = 1), 则 由 式 (2.4)， 
(2. 10) 和 (2. 16) 得 


(q1m = —— 7 kalat" 199 | 0)dg 
^ 
= ‹ ^)(' | 0) 
m Lf -&)*«- 49 | 
1 d 


ate (2.17) 


Е A 2"n Wa ( dq 
利用 Hermite 多 项 式 表达 式 


Ld 
H, (q) = е? (ч as e (2.18) 
或 
a ау е RO oh] -— 
н, = ef ( 44) °° à RC 0102907 
(2.19) 
WU sR (2. 18) 变 为 
1 X 
<q | n) = ———eT H, (q), (2. 20) 
A 2^n x 


由 式 (2. 11) 53 C2. 20) ,可 以 写 出 坐标 本 征 态 1q) 的 Fock 表象 
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[9 = У) 1 я) 19) 


其 中 用 了 Hermite 多 项 式 的 母 函数 公式 
H, 
> 2 


n=0 


—— = exp(qt — Ë). 
类 似 地 可 以 导出 
@ m= =Í. dp'Cp | a | рус | 0) 


(—0D" d 

= 一 二 0 
Fui (» à) <p | 0) 
c 


Е М?"п\ Vn 
于 是 ,动量 本 征 态 的 Fock RRA 


EST 


[p = У) laa] p) 
n=0 


E da! Y^ 1 

net xz) ap O? 
2 tz 

= xexp[7 5 + /2ipa! + ® | 0, 


SK т, о, 万 后 ,1q) 和 |p) 的 表达 式 应 分 别 是 


(2. 21) 


(2. 22) 


(2, 23) 


(2. 24) 


lo = (2) ^ exp[- ze TRENT eto. 


(2. 25) 
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1 1⁄4 [ 0 
|p (ыл) ею Sok 3 V mw A 


(2. 26) 


ig a, p | 都 为 无 量 纲 算 符 . 在 讲述 过 TWOP 技术 
后 ,我 们 将 指出 这 两 式 的 推导 可 以 是 非常 直接 的 ,不 须 用 Fock 表 
象 作 中 介 ,请 参见 式 (2. 54). W AWEH а 与 12 的 内 积 是 


(q | р) = (2к№ "T exp (iW). (2.27) 


这 恰 是 Fourier 变换 的 核 . 
ажа. 
1. Hankel 变换 核 所 对 应 的 量子 力学 表象 变换 是 什么 ? 


2. 由 于 GI P= 1 2091, ШЕШ P PEAR RR E IH 
商 运 算 , 所 以 可 以 想象 它 的 逆 算 符 是 一 个 积分 运算 


i xcd {КД 
ba 23|, ар. (2. 28) 


那么 点 与 二 可 否 用 w 和 at 的 级 数 作 展开 呢 ? 
РӘ 


2.3 ”有 序 算 符 内 的 积分 技术 9 


本 节 介绍 如 何 用 正规 乘积 内 的 积分 技术 发 展 符号 法 ,以 便 对 
Dirac 符号 法 有 更 深刻 的 了 解 . 

虽然 正规 乘积 起 源 于 量子 场 论 ,并 在 Louisell 的 书 (辐射 的 量 
子 理论 ) 中 有 所 介绍 ,我们 觉得 对 其 有 关 性 质 需 作 进一步 阐明 . > 
于 玻 色 算 符 a Ma’ 的 任何 多 项 式 函 数 不 失 为 一 般 性 可 写 为 


flay at) = Sy Satiatal a" fj, k, L, m) 
і т 
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Ж j, k, L, =, 如 是正 整 数 或 零 . 利用 玻 色 算 符 对 易 关 系 Га, 
at] = 1, 总 可 以 将 所 有 的 产生 算 符 at 都 移 到 所 有 淹 灭 算 符 a 的 
左边 ,这 时 称 f(a, ai) 已 被 排列 成 正规 乘积 形式 ,以 : + piel. 
其 有 关 性 质 是 : 

(1) 在 正规 乘积 内 部 玻 色 子 算 符 相互 对 易 , 即 ata =: ara :， 
MA ata =: aa! : ,所 以 又 有 :ata :一 : аа: 

(2) C 数 可 以 自由 出 人 正规 乘积 记号 . 

(3) 由 于 性 质 (1) , 故 可 对 正规 乘积 内 的 C 数 进行 积分 或 微分 
运算 ,前 者 要 求 积 分 收敛 . 

(4) 正规 乘积 内 的 正规 乘积 记号 可 以 取消 . 

(5) 正规 乘积 W : 与 正规 乘积 V: 之 和 为 : (W-+V) : . 

(6) caine fat, a) : 的 相干 态 矩 阵 元 为 《z | 
+ flat, а) 1] z) = f(z *, z)(z’ | т). 

(7) esa DEAN ERE | 0x0 [= 
гез: 


下 面 给 出 (7) 的 严格 证 明 , 由 粒子 态 的 完备 性 可 得 


fe X ots 


m 


>x | mn | - (ar) "S" ited 


= exp a! D oxo eej (2. 29) 
设 10)(0 |=: Ws, (W 待定), Д] 
1 =exp(a’ 54.) о РЙ 
то ghee". 
рее W: :, (2.30) 


即 , 有 | 0)(0 |=: W := 二: ее: 成立 .利用 这 个 关系 可 得 


NON— DON — LED = zz 一 1)…(a 一 2 十 1) | n)a | 


n=0 


(2. 31) 
以 及 


еқ LII 
Loxo = У) € Dee 
4-0 * 


=1 N+ NN 1) — м DIN 2) ++ 


(2. 32) 


(8) JEGKJESEBMERI AREA + :内 部 进行 , 即 :(W*…V) :! = 
+ QVO! +, 这 条 也 与 性 质 (1) 密 切 相关 ,例如 : Carta) :一 
1 ana!" з== аа". 

(9) 正规 乘积 内 部 以 下 两 个 等 式 成 立 , 它们 也 来 源 于 
性 质 (1). 


: 2 ra, at) := [: fla, at) +, at], 
Oa 


(2. 33) 
: 2 fla, а?) := [as * fla, at) +). 
对 于 多 模 情况 , 式 (2. 33) 可 作 如 下 推广 
«СӘ эшен. S 
: PEUPLE ajs ài» aj) 
= [[: /(а, aj, al, af) 1, af], ai]. (2. 34) 


正 因为 有 了 正规 乘积 的 这 一 系列 性 质 ,就 可 以 很 顺利 地 处 理 形 如 
ма | do ару (2.35) 
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的 ket - bra 型 算 符 , 它 是 经 典 数 p BM ир 在 量子 相 空间 中 的 映 
射 ,一 旦 完成 这 个 积分 ,就 可 以 知道 相应 的 量子 算 符 . 


2.4 正规 乘积 算 符 内 积分 法 求 压 缩 算 符 


爱 因 斯 坦 坚信 这 样 的 观点 :“ 创 造 者 只 能 记 住 最 简单 的 解决 办 
法 ,并 坚信 这 种 简单 化 同样 应 该 使 世界 变 成 可 知 的 世界 . ”遵循 这 
个 观点 ,根据 上 述 的 对 算 符 函数 的 积分 思想 ,具体 处 理 式 (2. 35). 
现 将 式 (2. 242 KA HO h= o = m = 1, 得 
vu |. do PIA - 4 [ape [= EE H-2ipua! + $a") x 
| 0><0 | exp(— 5 — Ура ++), 
(2.36) 


把 10)(0 |=: е: 代入 ,得 

Ма [7 11 E [` ape ( - E ipua’ + ач) 
ree: exp(— P. ipa + 3%). (2. 37) 

可 以 看 出 ,在 : ет" : Е РВА г I R 

数 ,根据 前 面 的 性 质 ,整个 被 积 的 算 符 函数 已 经 是 正规 乘积 形式 ， 

所 以 可 将 左边 的 : 移 到 第 一 个 exp 函数 前 ,将 右边 的 : 移 到 第 三 个 

exp 函数 后 . 根据 性 质 (1) 在 : : 内 所 有 玻 色 子 算 符 相互 对 易 ,就 

可 以 将 三 个 exp 函数 进行 指数 上 的 普通 加 法 ,这 样 就 实现 了 算 符 

积分 函数 的 c 数 化 . 于 是 式 (2. 37) 写 成 

vu |7 а [ару |= М fae : ex(- ly + 

VEip(ua! — a) + (a! —aY) :, (2.38) 
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现在 a 和 at ж: : 内 对 易 ,可 被 视 为 普通 积分 参数 ,利用 性 质 
(3) 积 分 得 


oo +2 
del. dp | up) (p |= sech’?A + exp| 一 tanh a+ 
(sech A — Lata + “tanh a] : 
(2. 39) 
其 中 


(2. 40) 


?一 1 
ё = p, secha r tanh А = "Y 


进一步 要 去 掉 式 (2.39) 中 的 记号 : : ,为 此 ,用 性 质 (1),(2) 和 和 
(5) 导 出 算 符 恒等式 


e = Se | п) (п | 


n=O 


e 2" [ну == 
> r | | T 


\ 


> : l(gatay e : 
n! 


: exp[ C — lata] :. (2.41) 


则 式 (2. 39028 
ме [ap | pp <P | 


= exp(— Zi tanh 2)exp[ (a'a + +) secha |exp (SG tanh a) 


= Si (y), её = p. (2. 42) 


这 样 就 实现 了 对 ket- bra 符号 算 符 的 积分 . 学 过 群 论 的 人 可 以 看 
出 因为 式 (2. 42) ф a /2, a? /2, ata 十 1/2 构成 SU(1, 1) 李 代数 ， 
单 模压 缩 算 符 S, 具有 SUC, DAW. 这 里 我 们 想起 了 Dirac 于 
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1929 年 1 月 在 剑桥 做 的 报告 ,题目 是 “不 需要 群 论 的 量子 力学 ”， 
意思 是 “ 群 论 只 是 包含 某 些 不 满足 乘法 对 易 律 的 量 的 一 种 理论 , 它 
不 应 当 因此 形成 量子 力学 的 一 部 分 ,因为 ,量子 力学 是 所 有 不 满足 
乘法 对 易 律 的 量 的 一 般 理 论 . 所 以 ,应 该 可 以 将 群 论 的 方法 和 结果 
转化 成 量子 力学 的 语言 ,这 样 得 到 处 理 交 换 现象 的 一 个 方法 ,这 对 
读者 来 说 ,就 是 不 需要 事先 懂得 群 论 . ”以 上 我 们 的 推导 也 不 需要 
懂得 群 论 , 符 合 Dirac 的 观点 . 看 到 式 (2. 42) 的 对 称 美 ,我 们 想起 
俄国 莫斯科 大 学 物理 系 大 楼 中 有 一 堵 特殊 的 墙壁 ,为 来 访 的 著名 
科学 家 题词 用 , 玻 尔 和 狄 拉 克 都 有 题词 在 上 . 狄 拉 克 的 题词 为 美 
和 真 在 理论 物理 学 中 会 合 . ” 真 和 美的 表现 形式 往往 是 简洁 的 , 爱 
因 斯 坦 晚年 ,在 回顾 自己 奋斗 的 一 生 时 ,曾经 写 道 : 

在 漫长 的 科研 生涯 里 ， 

我 领悟 到 了 一 件 事情 : 

我 们 的 全 部 科学 ， 

相对 现实 来 捷 量 的 话 ， 

都 是 简单 朴素 而 充满 童 趣 的 ， 

这 才 是 我 们 拥有 的 最 宝贵 的 东西 . 

小 结 以 上 的 做 法 是 :被 积 算 符 函数 化 成 正规 乘积 内 的 积分 形 
式 ,将 : :内 的 玻 色 算 符 作 积分 参数 处 理 , 使 积分 得 以 实现 . 当 
然 ,在 积分 过 程 中 和 积分 后 的 结果 中 都 含有 : 记号 . 如 果 将 最 
后 的 结果 的 算 符 排 成 正规 乘积 形式 ,就 可 以 将 : : 记号 去 掉 . 此 
技术 称 为 正规 乘积 内 的 积分 技术 . 
记得 物理 学 家 Freeman J. Dyson 曾 说 过 :“ 一 个 好 的 科学 家 

在 面 对 重大 发 现时 所 做 的 第 一 件 事 就 是 尝试 证 明 它 错 了 . ”经 过 反 
复 地 验证 ,肯定 了 式 (2. 42) 没 有 错 ,这 样 就 知道 原来 Dirac 创造 的 
投影 符号 是 可 以 积分 的 , 我 们 十 分 佩服 Dirac 的 远见 ， 即 “ 它 本 身 
的 数学 得 到 发 展 时 , 它 将 更 多 地 被 人 们 所 采用 .” 这 一 事实 也 使 我 
们 想起 Dirac 的 另 一 段 话 ,“…… 一 旦 有 了 发 现 , 它 往往 显得 那么 
明显 ,以 致 人 们 奇怪 为 什么 以 前 会 没有 人 想到 它 . ”于 是 ,也 使 人 再 
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一 次 追忆 北宋 文豪 王安石 的 一 个 对 联 :看 似 寻常 最 奇 崛 ,成 如 容 

易 却 艰辛 . ”以 上 讨论 也 表明 :投影 算 符 具有 测量 算 符 的 性 质 , 在 这 

个 意义 下 ,表象 的 完备 性 可 以 看 成 是 测量 的 完备 性 ,由 此 又 可 以 看 

到 波 函 数 表达 式 у(х) = (= | yo 中 ,等 号 左边 的 意义 不 如 其 右边 的 

意义 深刻 ,因为 (z | p 隐 含 了 投影 算 符 | х) (х | 对 | y) 的 测量 . 
因为 


SiGD | p) = Ма | pps SiG) | р) = V ур | p/p), 


(2. 43) 
BA S, Q0 AREA, BE PER 
(1) KEHE. RHE (p | р) = 8p р), Ш 
SSi = nf [арар | pp) pp’ | 8Co — p^ 
= f dp | pp |= 1 = sts. (2.44) 


(2) 压缩 性 . 利用 算 符 恒等式 (Baker - Hausdorff 公式 ) 
e4Be 4 
= B+[A, B]+z[A, [A, Bl 1А, ГА, [4A，B]]] 十 …， 
(2. 45) 
诱导 出 压缩 变换 
SiaS| = acosha+a'sinha, 
Sia! SI = atcoshA+asinha, (2. 46) 


这 就 是 著名 的 Bogolyubov 3H Ct, fj 29 He Hit ЛЕ)?! , 它 被 广泛 地 
应 用 于 量子 光学 、 超 导 理 论 和 原子 核 理论 中 . 上 述 讨论 表明 用 
Dirac 的 动量 本 征 态 按 式 (2. 35) 构 造 算 符 , 并 用 IWOP 技术 积分 后 
就 给 出 诱导 Bogolyubov 变换 的 么 正 算 符 ; 即 在 经 典 相 空间 中 的 尺 
度 变换 | p) 一 | pp) 能 够 映射 出 量子 么 正 变换 SRS = рО, 
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S,PS;! = P/p. 

若 在 经 典 相 空 间作 如 下 的 正则 变换 g, — g,coshA+g,sinha, 
q, — qcosh4 十 qisinh4; 则 可 以 映射 出 双 模 压缩 算 符 . 记 双 模 坐标 
FESE lg g) =] q.) | q,>, 构造 如 下 积分 型 算 符 并 用 有 序 算 
符 内 积分 技术 计算 出 


S, = | f” daag, | q, cosh А + q,sinh А, q, sinh à + 4, cosh А) (q, q, | 
= 1f [= dq, dq, + exp{— cosh *ACq; +9) — q,q,sinh 2А + 
42 (q, cosh à + q,sinh Аа! +42 (9, sinh А + q,cosh А)а} 一 
lo +at)?— ie +4) +2 (qai 47 4,20) + 


一 sechA : exp{(ala} —a,a,)tanhA + Cala; +ala,) 


echa — 1)) +. (2. 47) 
其 中 用 了 双 模 真空 态 的 正规 乘积 展开 形式 
| 00><00 |=: exp(— aja, —– аѓа,) : (2. 48) 


再 利用 式 (2. 41) ,得 
S, = exp(ataitanh A)exp[ (ala) + ala, + 1)1п sech A] 
exp(— a,a,tanh A). (2. 49) 

可 以 看 出 S 也 具有 SUC, DERAH Balai, aiaz, (ala + 
aja; +1) 构成 SU(1，1) 李 代数 的 生成 元 . 且 能 诱导 出 下 列 的 双 模 
压缩 变换 

SzaiSzl = a,coshA — a}sinh A, 

Sza:S7 = a;coshA — atsinh А. (2.50) 
这 些 例子 都 表明 了 :Dirac 的 符号 是 可 以 用 TWOP 技术 积分 的 , 构 
造 有 物理 意义 的 不 对 称 的 ket - bra 积分 式 并 积分 之 ,就 可 以 从 
Dirac 的 基本 表象 出 发 构造 出 许多 量子 力学 么 正 变换 ,从 而 定义 新 
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的 量子 力学 态 矢 . 
作为 应 用 ,考虑 由 1 模 和 2 模 构 成 的 一 个 双 模 压缩 真空 态 


exp (2а: ab) | 00> 8t 1 模 的 测量 发 现 它 处 于 一 个 单 模压 缩 


真空 态 sech'!*rexp (“tanh r) | 0 , 那么 2 模 将 塌 缩 到 什么 状态 
呢 ? 为 此 计算 
L sech'?r «0| exp($ tanh r)exp (Zat ai )! 00) 


2 2 
= L sech"? (0 | exp“ tanh ç) y Sas 
st 2 T 


| 21, z2Gs zl exp( ai at) | 00) 


2 2 
4 зеи d zid Z? | z,)exp{—| zı |? +f mh a 
x 


r он ое 1 
set zl — > l = l) 


= L sech" rf 至 co 全 |z a al + anbe ) (e x) 0), 
-1s ech rrexp [S8 (7) ао), (2.51) 
Җ (2. 51) 说 明 : 进 行 测量 后 的 第 二 模 场 也 是 一 个 压缩 场 , 它 的 压缩 


参数 不 仅 依赖 于 原始 的 压缩 参数 (二 ) (是 二 的 平方 )， 而 且 还 依 


赖 于 第 一 模 场 的 压缩 参数 . 用 此 方法 可 以 提高 压缩 量 , 这 个 例子 也 
说 明了 量子 纠缠 也 蕴含 在 双 模 压缩 态 中 . 


2.5 量子 力学 坐标 动量 表象 和 相干 态 表象 完备 
式 的 纯 高 斯 型 积分 形式 


初学 量子 力学 时 ,坐标 和 动量 表象 的 完备 性 常 是 作为 坐标 系 
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完备 的 基本 常识 ( 即 在 全 空间 找到 粒子 的 几率 为 1) 来 理解 ,给 我 
们 留 下 很 少 的 思考 余地 ,以 致 很 难 发 掘 出 它 的 深层 次 数理 结构 ; 然 
而 用 TWOP 技术 处 理 表象 的 完备 性 却 给 人 们 以 “柳暗花明 又 一 村 ” 
的 感觉 . 如 坐标 表象 现在 可 以 进一步 写 为 


f dioa 
7 dg : exp(— 4 + 2q(at +a)/V2 — [Ca +at)/ /2J2) : 
> Ух 
r ty2 ty2 
exp[ eter eter - 1, (2.52) 


а+а! = 
考虑 到 P3 Q, 则 
Faiou [7 ее :=1. (2.53) 
i. 


这 是 一 个 纯 Gauss 积分 ,这 使 人 想起 有 关 英 国 物 理学 家 J. J. 
Thomson( 汤 姆 孙 一 一 电子 荷 质 比 的 首次 测定 者 ) 的 一 个 小 故事 ， 
有 一 次 在 课堂 上 讲课 ,他 用 了 “数学 家 ”这 个 词 , 话 还 没有 讲 完 ,就 
转向 学 生 说 ;“ 你 们 知道 数学 家 是 什么 吗 ?” 他 走向 黑板 ,在 黑板 上 


写 下 高 斯 积分 : | ° de = Уп, 然后 用 手指 着 这 个 公式 向 学 生 


说 :数学 家 就 是 这 样 的 人 ,他 觉得 这 个 公式 很 明显 ,就 像 2X2 一 4 
一 样 Liouville 就 是 这 样 一 个 数学 家 .” 
作为 式 (2. 53) 的 应 用 ,坐标 表象 的 完备 性 可 以 写 为 


с [49 o eaa 
1 S : 


zt =f d oe 
Га еса Г. ES : exp{— Ф + 
2q(a! + a)/ 2 —[(a +at)/ 4? 1) : 
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ú 2 + 
=Í. enl z F да^ Е ] expC— ata) :Х 


¢ а? 
ехр[—® + za —%- | (2. 54) 


考虑 到 | 0) (0 |=: expC— а?а) :， 立 刻 可 以 得 到 


¢ а? 
lo exp| 4-42 ga* 2 Ji 0) (2.55) 


可 见 不 必 求助 于 厄 米 多 项 式 , 仅 从 坐标 表象 的 高 斯 积分 形式 ,就 可 
以 很 简洁 地 给 出 坐标 本 征 态 的 具体 表达 形式 . 
作为 式 (2. 53) 的 应 用 ,可 以 立即 导出 算 符 ex 的 正规 乘积 展开 ， 


Q [^ dq, "ug = 1 ae m T 
e = 全 s eo + :一 Е + ex (1559): 
(2. 56) 
所 以 
e |0) = (2.57) 


1 +2 
Ac; Gate ) | 0) 
是 一 个 单 模压 缩 态 . 同样 ,动量 表象 可 以 改写 为 高 斯 积分 形式 


Героі [7 IE: expl P Hila —a) + (a—a')*/2) : 
- y :=1, (2. 58) 


这 里 P= ago. 结合 式 (2. 53) AN (2. 58) 可 以 得 出 以 下 的 
积分 亦 为 1， 


pe 4049, exp 149 Q? 10-Р» :一 1， 


(2.59) 
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再 注意 到 Q = © P= es 就 可 分 解 被 积 算 符 函数 为 


= dpdg, — Les 2 ls. ES E at 
JE 28 exf 2 РЭ ba ar pe ata + 


$ t. 
—(q—ibp)a) : 
Baie ) 
= | [7 dede, [— Lg + +cat ipa? бах 
ҮЙ DE exp| 4 P z te 
— lg + p) + A (q— ipia | (2. 60) 
exp — 7 JE IL А 


注意 到 | 0) 0 |=: exp( 一 ata) :, 继而 可 将 上 式 写 为 中 


2 
[£91 o G^ —at)Xz—a)]: 
т x 


[р | zx 一 a |) = 1, (2. 61) 
这 里 
d 2 2 d. H + 
| 2) = | ZO + PD + G+ ida! || 0) (2.62 


或 记 为 


[ ғ) = exp(— | 3 + аа!) | 0), х = qti (2. 63) 


BWP AY , BE Fock 空间 还 可 以 写 为 
| 2 = D(z) | 0), D(z) = exp(za! — z* a) (2. 64) 


DGO k BAY. 它 是 谐振 子 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , a | =) = z | z)， 
与 坐标 本 征 态 不 同 , 它 是 不 正 交 的 , 即 


Ga | z) 一 ex[- 3 z| +z +] (2. 65) 
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与 此 相关 的 另 一 重要 性 质 是 相干 态 的 超 完备 性 ， 


2 
[Eoc (2. 66) 


另外 ,相干 态 是 最 接近 于 经 典 的 态 , 而 且 是 使 坐标 -动量 不 确定 关 
系 取 极 小 值 的 态 . 下 面 证 明之 . 


же” 


t 
(z|Q| > G 8 | z) 4 (2. 67) 
эы E 
(z| P| ғ) (2| = в (2. 68) 
1 1 


GIQI2a-lc stipe +) (2. 69) 


G|P'Io-iG ret 21-0) (2. 70) 


由 此 导出 
(z | (AQ)? | 2) = (2 1G | 2 1910" =F 
(2.71) 
GI (AP) | 2) = (z| P? 2) — (z | P 2° = + 
(2. 72) 


AQAP = /G | (AQ: |z) AP) Tz) = + (2.73) 


Җ (2. 61) UB] T RI FI TWOP 技术 可 以 先 构造 一 个 积分 为 单位 1 的 
算 符 , 若 能 把 此 算 符 从 结构 上 分 解 为 一 对 相互 共 生 的 态 矢 ,那么 这 
个 态 矢 量 就 有 希望 构建 新 的 量子 力学 表象 . 因为 一 种 态 矢 能 否 构 
成 表象 的 重要 判 据 首先 就 是 看 它 是 否 满足 量子 力学 完备 性 关系 . 
以 上 这 些 关 系 的 得 出 , 亦 反 映 了 IWOP 技术 在 实际 应 用 中 的 
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重要 性 和 简洁 性 . Bohr 曾 说 过 :数学 符号 的 广泛 应 用 是 量子 力学 
方法 的 特点 ;这 种 应 用 使 我 们 很 难 撤 开 数学 细节 而 对 这 些 方法 的 
优美 性 及 逻辑 无 矛盾 性 提供 一 个 真实 的 印象 . "也 就 是 说 ,TWOP 
技术 的 发 明和 具体 运用 展现 了 量子 力学 Dirac 符号 的 深层 次 的 优 
美 性 及 逻辑 完备 性 ， 


2.6 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 


根据 式 (2. 53) 和 式 (2. 58) 可 以 “拼凑 ” 算 符 
AG; р) = ds emo :一 d. — Mena) , 
x x 


(2.74) 


这 里 a = qp tis 立即 可 以 得 出 其 边缘 分 布 为 


[i арас, р) = = ter :一 | 9) <9| (2. 75) 
* 


[Г аала, р) = == reenti=|p (p|, (2.76) 
x 


所 以 Tr[oA(q, DIRKAH Wigner MR, Wigner 函数 在 量子 
相 空 间 理论 中 之 所 以 重要 ,就 是 因为 它 的 边缘 分 布 分 别 给 出 在 坐 
标 空间 和 动量 空间 观察 到 粒子 的 几率 , 即 


NT LAG, D 19 = | аа фу =I QI? (2.77) 


СЯ A p) | gp) = GU X149 = | фр) |? (2.78) 


但 要 注意 不 能 把 W(g, p) 看 作 是 坐标 与 动量 的 分 布 函 数 ,只 是 其 
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单 侧 积分 才 给 出 坐标 与 动量 的 分 布 函数 ,而 且 在 很 多 情况 下 ， 
Wigner 函数 本 身 还 可 以 取 负 值 因而 它 不 具有 几率 密度 的 意义 . 

由 式 (2. 74) 可 以 看 出 其 形式 为 高 斯 形式 ,在 整个 相 空 间 对 其 
积分 ,发 现 其 满足 相 空间 技术 要 求 的 归 一 完备 性 


ff авардс, р =1 (2. 79) 
所 以 任意 算 符 可 以 用 它 展开 
H(Q, P) = [[` ааараса. Dhla, p (2.80) 


它 恰好 是 Weyl 对 应 规则 , АСр, DBR HOP, QUELS 
经 典 相 空间 中 的 函数 ,积分 核 A(q,p) 称 为 Wigner HH. 在 量子 
力学 方面 ,因为 坐标 算 符 Q 与 动量 算 符 P 不 对 易 , 故 而 经 典 函 数 
hlg,，p) 过 渡 到 量子 力学 所 对 应 的 算 符 НСО, P) WE — , Weyl 
给 出 的 一 种 对 应 规则 与 式 (2. 80) 密 切 相关 (这 些 内 容 将 在 第 4 
章 给 出 详细 介绍 ). 


2.7 波 函 数 和 相应 的 Wigner 函数 的 关系 "9 


诚 如 我 们 已 知 的 ,量子 力学 中 波 函 数 y(q) 的 模 平方 |y(q) |? 
代表 实验 观测 到 的 粒子 在 q 处 的 几率 . 粒子 的 存在 可 由 在 q 附近 
的 探测 器 测量 ,但 是 y(q) 本 身 怎样 测量 呢 ? 由 于 %(9) 不 是 一 个 物 
理 量 ,不 能 设计 制作 一 个 如 同 伏 安 表 那 样 的 测 y 的 仪器 . 那么 ,由 
Wigner 函数 能 否 知道 y(g) 呢 ?这 是 本 节 要 讨论 的 内 容 . 


对 算 符 A (2, 思 ) ,构造 下 面 的 积分 形式 : 


qa 
2 


к= |" dpa( ‚ per (2.81) 


利用 
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Ags p) = bi rere”; (2. 82) 
п 


和 IWOP 积分 技术 可 得 ， 


, 


is 2 
K=} |" ap: eof (442-0) — o — P i5]: 
x Jo 2. 
1 Ф +q , 4 , ] 
= : P(q— 
4 ex -TT aq 09 iPq - d: 
(2.83) 
2 ы Ed 
其 中 req := er |0)(0|ет (2.84) 
由 坐标 态 矢 的 Fock 表象 形式 以 及 : ече :二 | 0) 0 | 可 得 
K = les роу о | PME =] gy(q| 
Jn 
(2. 85) 
那么 
人 Jer? 
ar ate +4 e| <: +q > ү dpe” r” ел» dy 
=f gig | a gD 
=% 2 
= (q | pla’) = Tr(pK) 
- Г. dpe Tr] pa (Lot ata <, »)] (2. 86) 


所 以 ,可 以 看 出 ,利用 式 (2. 86) d W(q, 20 RAT DOR tH 8E HERE AE D 
和 矩阵 元 (qlplq ). 
对 于 单 模 纯 态 1y) ,有 
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Intg | K | p) = In(g | a? (9 | p = In 9^ (q') + In gq) 
(2.87) 


所 以 Hessian 矩阵 元 为 


Seago K | p = Ре sow |= 0 (2.88) 
een Wigner 函数 的 波 函 数 存在 的 条 件 . 为 了 探讨 
它们 更 明显 的 关系 式 ,考虑 如 下 积分 : 


f dpa Ë = A ‚|с 


а HE 2 
= lj dp: Е ВЕ i k. -q| = (p — P! + ipQ, +] 


1 (q, +q, 
= [0 онр 
1 = ar 
一 一 ez |0)(0| e QT 
Ук 
=|q=0)<q, +9, | (2. 89) 


上 式 中 取 q, = 0, 就 导致 
Ja) = 5: — | арс | 2% , ‚| | фе" (2.90) 
通过 这 个 式 子 可 以 从 给 定 的 Wigner 函数 部 分 地 知道 波 函 数 . 
这 是 Wigner 函数 理论 的 又 一 重要 应 用 , 它 的 潜在 价值 有 待 于 物理 
实验 工作 者 进一步 挖掘. 


2.8 用 IWOP 技术 和 相干 态 超 完备 性 导出 若干 重 
要 算 符 公式 


量子 力学 处 理 的 力学 量 是 算 符 ,它们 之 间 满 足 一 定 的 对 易 关 
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系 , 把 相干 态 超 完备 性 和 IWOP 积分 技术 相 结合 ,就 可 以 很 方便 地 
推导 出 很 多 在 量子 光学 中 有 用 的 算 符 公式 . 

把 算 符 排 成 正规 乘积 形式 是 十 分 重要 的 ,这 是 因为 正规 乘积 
算 符 的 相干 态 期 望 值 可 立即 知道 , 例如 ,要 求 a"a ”的 正规 乘积 形 
式 , 利 用 式 (2. 61) 和 IWOP 技术 把 下 式 积分 就 可 以 得 到 


H 
аа?" = | Ea | 2) | at" 
x 


[dz 


we : exp(—| z |? +2a'+z*a—ata)? 
=(— D"U"H,,, Gat, ia) : (2.91) 
其 中 H, ,是 双 变 量 厄 米 多 项 式 ， 


Haale pO m SV Ста н (2.92) 
eG Поп 010016 ET (2. 


1-0 


其 中 用 到 了 积分 公式 


2 
[чер [х 12+ 22 nz") 
= (— 1)"e Hn, (ë, 7) (2. 93) 
而 且 更 进一步 可 以 得 到 


ica == l 2 
е > OY ga" =e] epee | z|? + за -- z^ a—a'a) : 


1=0 
= : ехр[ (e? — lata]: 
+ 

=e * (2. 94) 

这 里 为 了 积分 收敛 ,要求 Re > 0. 
还 可 以 求 ee er “的 正规 排列 形式 9 , 
g^! en” = [5 | 2l enn 
x 

= | dz i P 2 t * 2 +? + 
= — + exp | z |? ха! Бх" аА? +02"? —ata): 
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pL— a'aln(1 — 4, 

As) J X 
exp 1 ex] ] 
2 


ет] (2. 95) 


再 求 wer'a 的 正规 乘积 ,用 相干 态 表象 的 超 完备 性 和 TWOP 积 
分 技术 ,得 


a^ g^ sa t =a 至 sp 人 zi 3 上 Jexp(aa"a) х 


exp(zat . a) | Oz |а" 


2 
-| Е | A )exp(za'e') | Oz | a^ 


=| ËZ: elel +2ate+2z*a—ata)(ze)"2°": 


(2. 96) 
再 利用 积分 公式 (2. 93) 可 得 


arem'ah =: (—1)"exp[(e — Da'a]H,, (eat， —a) : 
(2.97) 


可 见 用 IWOP 积分 技术 ,可 使 求 算 符 正规 排序 的 问题 大 大 简化 . 

TWOP 积分 技术 的 提出 ,使 17 世纪 发 明 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积 
分 可 以 对 量子 力学 时 代 才 出 现 的 ket - bra 算 符 实行 积分 ,致力 于 
研究 微 积分 的 数学 家 们 难道 无 需 了 解 么 ? 
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第 3 章 JRA TAT 
刘 维 定理 新 观 


经 典 光 学 (Fourier 光学 ) 的 一 个 重要 组 成 部 分 是 Fresnel HA 
(Fresnel 变换 ) 及 关于 衍射 的 Collins 公式 . 范 洪 义 等 人 首先 用 相 
干 态 表 象 研究 了 Fresnel 衍射 的 量子 对 应 ,利用 有 序 算 符 内 的 积分 
(IWOP) 技 术 构 建 了 一 个 量子 力学 Fresnel 算 符 ,以 实现 量子 光学 
中 的 Fresnel 变换 , 它 与 经 典 Collins 公式 相对 应 . 自 量子 的 
Fresnel 变换 提出 以 来 , 它 被 广泛 地 应 用 于 讨论 经 典 光 学 与 量子 光 
学 理论 之 间 的 关系 ,及 与 相 空 间 中 其 他 变换 的 关系 . 本 章 用 量子 光 
学 的 观点 重新 审视 量子 刘 维 定理 ,采用 的 是 压缩 相干 态 表象 和 相 
干 纠缠 态 表象 ,研究 的 出 发 点 是 基于 如 下 的 考虑 :Fresnel 算 符 是 


通过 相干 态 在 相 空间 的 一 个 代表 点 = aa 运动 到 另 一 点 s= 
ret 而 导出 的 ,这 里 s* —rr' = 1. 根据 相 空间 的 直观 分 析 , 一 个 
相干 态 对 应 于 图 形 上 面积 为 去 的 小 圆 .量子 Fresnel 3838 3228482 


间 的 一 个 小 圆 移 动 到 另 一 个 小 圆 . ss* —rr* = 1 保证 了 该 变换 是 
辛 变换 ,这 也 保证 了 两 个 非 涅 耳 算 符 的 乘积 仍 是 一 个 菲 涅 耳 算 
符 , 这 是 对 量子 刘 维 定理 的 新 注解 . 考虑 到 相干 态 是 压缩 相干 态 
中 的 一 个 特殊 态 矢 ,以 及 压缩 相干 态 在 量子 光学 和 量子 信息 等 
领域 的 广泛 应 用 ,我 们 还 从 压缩 相干 态 在 相 空 间 的 代表 点 (一 个 
椭圆 ) 的 运动 及 用 IWOP 技术 提出 了 广义 Fresnel 算 符 . 本 章 还 
给 出 双 模 广义 Fresnel 算 符 ,Fresnel - Hadamard 互补 算 符 ,及 其 
物理 意义 ,这 些 新 么 正 算 符 的 经 典 对 应 为 经 典 光 学 提供 了 发 现 
新 变换 的 可 能 性 . 


48 


3.1 从 相干 态 在 量子 相 空 间 中 代表 点 的 运动 推导 
菲 涅 耳 算 符 


在 经 典 统计 力学 中 ,NN 个 粒子 所 组 成 的 体系 的 力学 状态 是 由 
所 有 粒子 的 坐标 与 动量 (q,…qw，p,… pn) 决 定 的 . 运动 状态 由 哈 
密 顿 方程 决定 . 按照 吉 布 斯 观点 ,一 个 给 定 的 体系 可 以 由 处 在 相同 
的 宏观 条 件 下 的 与 给 定 体系 全 同 的 大 量 体 系 (在 极限 情况 下 的 无 
穷 多 体系 ) 来 代替 , 即 引信“ 表征 ”体系 宏观 状态 的 统计 系 综 . 系 综 
是 人 们 想象 许多 性 质 相同 的 各 自 独立 的 力学 体系 所 组 成 的 ,但 在 
统计 系 综 中 所 包含 的 每 个 体系 在 给 定时 刻 各 处 于 某 一 运动 状态 . 
每 个 体系 ,对 应 于 相 空间 中 的 一 个 点 (q,…gqx，p,…pw), 相 点 随时 
间 的 演化 由 哈密 顿 正则 方程 决定 ,在 相 空 间 中 “走出 ”轨迹 , 所 以 问 
题 就 变 为 确定 系统 在 任何 给 定时 刻 如 何 分 布 于 各 种 可 能 的 运动 状 
态 中 . 系 综 由 相 空间 的 点 聚集 成 的 “ 云 来 描述 ,表示 为 p(q, p. 0), 
物理 意义 是 在 时 刻 志 ,在 一 个 围绕 着 点 (9， 妃 ) 的 相 空 间 小 区 域内 找 
到 某 个 点 的 几率 ,“ 云 ”的 形状 会 随时 间 + 改变 ,而 相 体积 不 变 ( 刘 
维 定理 ). (类 似 于 不 可 压缩 的 流体 的 运动 ): 亦 即 在 初始 时 刻 to 时 
IAE Сао» Ро) ,在 时 刻 £ 移动 到 (g，p), 则 它们 对 应 的 相 体 积 相 
等 ,或 是 说 在 时 间 的 演化 过 程 中 , 相 点 的 数目 不 变 . 

相 空间 中 :体系 在 运动 中 相 
体积 保持 不 变 . 

在 统计 物理 的 相 空 间 的 经 
典 理论 中 ,体系 的 密度 分 布 函数 ule) 
遵守 刘 维 定理 :如 果 相 体积 内 的 
每 个 点 在 相 空间 中 沿 着 由 运动 | 。 a 
方程 决定 的 轨迹 运动 ( 辛 运动 )， T 2 
ЖЕ AIX ВЕ [Н] A X AR BLE 031 7 
相 空间 中 是 不 变 的 , 即 雅 可 比 行 


tp 


3-1 相干 态 在 相 空间 中 的 运动 
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Әя Әд 
Әр, д) |o" Әр" 
d, Ф) |Әр Әр 
Әд" Әр° 


JG, to) = =1 


下 面 来 证 明 这 个 公式 ,注意 这 里 (p,q) 实 际 上 代表 (p，… 


(3.1) 


Pn» 


q, …gw), 所 以 式 (3. 1) 中 的 雅 可 比 行列 式 实 际 上 是 类 似 于 和 矩阵 的 


分 块 表示 . 
首先 ,要 证 明 


9JG, =] Е 
[ 9t [В =0 


定义 e = t— to» HERG ЯП p° 是 独立 的 , 则 有 


JG, to) = J (tos to) ZEIT 4) |... Te 


ot 
ob då 
mite (Set aa) le 


因此 利用 哈密 顿 正 则 方程 6 = Sm РЯ - = 


OS Ct, to) Ob då 
[ ar Jos D У (54 +24) E 
ан ,oH 
st Spog: Paor ms 
o!H oH 
У (орал asap) 
利用 雅 可 比 行列 式 的 乘法 规则 ,可 以 得 到 


dJ, to) _ OJ, t) Gy 
ә: ЕУ ith 
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(3.2) 


(3.3) 


(3. 4) 


(3. 5) 


iba HUST to BAA 


BCs to) _ [её 2 
Эс э” SEI] TG (3. 6) 
因此 
97-8) 一 0， JG, to) = const. (3.7) 


HF JG, to) = 1,8548 8] 8 SEO AUR JO, t) = 1. 
也 可 以 把 式 (3. 1) 写 成 经 典 力学 的 代表 2N 维 相 空 间 中 辛 变 
换 的 拉 格 朗 日 (Lagrangian) 括 号 形式 


aa aa 

s #11. = Ў 2 i = bu (3. 8) 
7 СУД m 

m, 1= 1,2, =, n, (3.9) 


[gm» i] lap = 0, [pns Pille» —0 (3.10) 
在 量子 力学 中 ,已 知 相干 态 1z) 是 最 接近 于 经 典 情况 的 态 , 因 
为 对 于 相干 态 ,坐标 和 动量 满足 极 小 测 不 准 原理 дадр = 多 ,所 以 


一 个 相干 态 在 相 空间 占据 面积 为 委 的 小 圆 . 相 空 间 中 这 样 的 一 个 


小 圆 代表 一 个 量子 态 . 相干 态 的 代表 点 为 = 一 СЫР к (Tae 
42 p 


(с 5) (5) ота (0 5) (T) menm 
维 定理 ( 辛 变换 ) ,要 求实 参数 满足 
AD—BC =1 (3.1) 
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А 
s= 1A D— iBiC], r= +[D—A—iB—ic]J 
(3. 12) 
那么 条 件 AD — BC = 1 就 变 为 复 参数 ;,，r 满 足 的 1 1? 一 | 1? = 
s A Byiq ` 
1 所 以 相干 态 | (< p) (2) enus» 


| =|. zu 


== . 2 
= exp[— EM eo жез. Da 0) 
(3.13) 


构造 如 下 ket - bra 积分 5 
Us = ËZ | = mel (3.14) 
x 


(我 们 将 在 本 节 结 束 时 解释 它 引起 相 点 z 到 另 一 点 sz -rz" 的 运 
动 . ) 用 IWOP 技术 积分 式 (3. 14) 得 到 


UiGs, r) 一 AS we : exp[ — | s |? | z |? + szat +z" (a — rat) + 
u s 2-5 :一 ata] š 

Ë — JG) m [2] 

(3. 15) 


这 就 是 菲 涅 耳 变 换算 符 . 在 菲 涅 耳 的 时 代 , 尚 无 量子 力学 ,那么 为 
什么 称 它 为 菲 涅 耳 算 符 呢 ? 利用 坐标 本 征 态 和 相干 态 的 内 积 


2 2 
‘gq | z) хе © а 3 lzi ) (3. 16) 
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以 及 相干 态 的 完备 性 ,可 计算 Ui (s, 7) 在 坐标 本 征 态 中 的 矩阵 元 为 
(a, 10,65, r) | q,> 


2 2.^ 
= [£5 lot tis, о] S£ 1214) 


1 d'z[ dz’ а % , 
= V2q,z+V2q,z 一 | z |* — 
Was | ехр | 2 F 2 q, q, | | 


2 +? 


ра Too. АИГ NET z 
1z 1 2i Ta rcd K 2 2 ) 
ВЕ 1 exp| 1 
Ите ИГЕ ча 


% ] r: е1 


s'—r 2 


[aa +r" —s)qi 


=r 
ARG. 12) 可 知 
A= lc-rnes —r'),B-— iGtr-s ==? Jy 


c--iG-r-s +r) D=Lstrts" tr. 


(3.18) 
保证 AD 一 BC = 1, 于 是 式 (3. 17) BH 
(, VU nD | a) = ер jg Cat — 24,9, + DoD] 
d B V2riB 2B 
(3. 19) 


这 恰好 是 广义 菲 涅 耳 变 换 的 积分 核 . 所 以 (g, lU (s, г) |, 是 经 典 
光学 中 Fresnel 变换 的 量子 对 应 ,故而 称 Ui (s，r) 为 菲 涅 耳 算 符 . 
相干 态 代 表 点 在 相 空间 中 的 运动 恰好 对 应 经 典 光学 中 的 Frensel 
变换 ,这 真是 很 奇妙 的 事 ! 

式 (3.19) 右 边 是 如 下 的 菲 涅 耳 积分 所 描述 的 光学 衍射 变换 的 
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积分 核 


= ved RW — 2 
g(q,) = p ao ex0[ zg Ai 24,9, * DoD | 
(3. 20) 
AF fGi 8 ЛЖ «a (q: ) 为 输出 光 场 . 这 也 称 为 Collins 衍射 
积分 公式 . 


现在 就 可 以 解释 U, (з, r) 引 起 的 从 相 点 z 到 另 一 点 sz — rz " 
的 运动 . 事实 上 ,由 式 (3. 15) 可 得 


Ut aU, = a—rat, Ul aU, = sa! —r^a, (3.21) 
上 式 两 边 取 相干 态 平均 值 , 即 得 此 解释 的 合理 性 ,形象 地 用 图 3 -1 


= _ a+at =a at 
表示 . 再 根据 Q = E ЖР iE 就 有 


+ 
Ut QU, =ш(&е Ju = zo ra! за — r^ a) 
(3. 22) 
EET 
Ut PU, = ui( ju. = турата) 
(3. 23) 
所 以 


(z | UL QU, | > = ater Ye—(r—s*)et] (3.24) 


(z | Ut PU, | z) = 516+" de—(rts*)z"] (3.25) 


GIU QU 12- +[G r')z—(r se Pts 
(3. 26) 
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(z | Ut PU | z) = LIGHT сєз ++ 
(3.27) 
由 此 可 见 , 对 应 于 态 U1z) 的 测 不 准 关 系 为 


AQ») = (9) — (Q> = IP» = (P*?)—(P)? = + 
(3. 28) 


Вр 


«ЛӨ? CAP)’) = + (3.29) 


3.2 量子 刘 维 定理 新 观 


本 节 证 明 两 个 菲 涅 耳 算 符 的 乘积 仍 是 一 个 菲 湿 耳 算 符 , 即 
U,(s, DUC, r) = UGS", r”) (3. 30) 


它 对 应 于 经 典 光学 中 的 两 次 菲 涅 耳 变 换 仍 是 一 个 菲 涅 耳 变 换 ; 由 
于 相 空 间 代 表 点 的 辛 运动 对 应 一 个 菲 涅 耳 算 符 , 辛 运动 保持 相 体 
积 不 变 , 所 以 (3. 30) 也 可 以 被 认为 是 经 典 刘 维 定理 在 量子 光学 中 的 
映射 ,被 称 之 为 量子 刘 维 定理 (这 是 从 新 的 视角 理解 ). 根据 式 (3. 14) 
即 要 证 明 U, (s, ~) 具 有 以 下 的 乘法 规则 (注意 s^" 一 rr 一 1)， 


Cj 


-« r. et SG. ) cer (3.31) 
其 中 经 典 变换 矩阵 满足 乘法 规则 
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UR EU IG. z) e» 
Вр 57 = ss’ torr’? r” = s + un. AR RET 


S” — rr" =1 (3. 33) 


如 果 能 证 明 式 (3. 31) 成 立 , 就 表示 和 矩阵 的 乘法 规则 式 (3. 32) 
能 映射 为 以 相干 态 ket - bra 投影 算 符 式 (3. 31) 3 28 BO AE IURE 
算 符 的 乘法 规则 (用 群 表示 的 语言 来 说 ,就 是 这 一 相干 态 投影 
算 符 实现 了 辛 群 的 乘法 ). 这 里 利用 前 面 章节 给 出 的 算 符 公式 
(2.95) 


а? 


1 [ a 
ех 
де ШЫ” 


2 
Јес a'aln (1— 4c)]exp| т^ | 
(3. 34) 
来 进行 计算 ， 
О, (в, UC’, r’) 


= exp[- d Jexefa'atn G* >" Jexp[ Fra" |x 
55 


, ta 
exp [- za Jexefa'atn (САР жы Јер za! | 

2 1 = n rs 2 + 

= —[ es try Jexpla ax 


Мз" * rr 
In(s* s’* +r* ГЭ? Jexp| 


r'G'utvrmrEr E] 


2s (s's* Бут) ^ 
(3. 35) 
由 式 (3. 32) 可 见 


r'*G's'* Ert rtr 
FO 


r's rst = r”* (3.36) 
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RA 
О, (5, DU;'G', r) 


1 E 1 ЕД 
= exp[ 一 gp] exp[ [Z= = 1)a'a |: exp| zyme | 


Vr 


(3. 37) 
于 是 乘法 规则 得 证 . 它 对 应 于 这 样 的 事实 : 即 经 典 光 学 中 接连 两 次 
Fresnel 衍射 (变换 ) 的 结果 可 等 价 于 一 次 Fresnel BM. 
3.3 广义 菲 涅 耳 算 符 


3.3.1 压缩 相干 态 表象 [3 


本 节 介 绍 一 种 新 的 压缩 相干 态 |z)。, 它 的 平移 参数 与 其 压缩 
参数 相关 ,所 以 它 有 别 于 一 般 的 压缩 态 . 
给 出 这 一 单 模 压缩 相干 态 ( 未 归 一 ) 在 Fock 空间 的 表达 形式 
|| zy, = ev[- + | z |? + (fz + gz ` Dat — fga” || 0) 
(3. 38) 
其 中 复 参 数 f 与 g 满足 关系 | f 2 +| g | 一 1. 借 助 于 有 序 算 符 内 


+ 


的 积分 技术 ,以 及 10) 0 |=: e“ : 很 容易 证 明 其 满足 完备 性 
关系 
fhe, vel 
x 
= [== : exp[—| z |? + (ја + g` a) + 


z' (ga' + f' a) — fga? — f° g'a — аа]: 
=: e Heleta :一 1 (3. 39) 


注意 到 ,如 果 没 有 IWOP 技术 ,要 证 明 式 (3. 39) 是 很 困难 的 . 利用 
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《z | 和 12), 的 内 积 
G' | 22, 
АН ° 
-ep[ LETTRE | +11 十 (Fz 十 gz" )z ° -fe | 
(3. 40) 


以 及 1z ) 的 完备 性 关系 可 以 得 到 || 2), 的 归 一 化 系数 ,计算 如 下 : 
„(= || 2), = [® ce Il z^» || zy, 
x 
= [Eef z ltl z + mo 一 
x 


fez’? + (f° z° tator — frg e] 


» ele? 
Vi—4T fg Ë 
e [! fz + gz" |° — fg (f z° T Fate) 
sia 1-41 fg l 
1 
= ————— (3.41) 
V1—4] fe Т 
所 以 归 一 化 的 态 |z)。 是 
|z, = (1—4 | fg |?) l=, (3. 42) 
注意 这 里 2 | fe |< fl? tl g ° = 1. 
由 于 
а | 2), =[(fe+gez*)—2fga']|z), (3. 43) 
ТИ |2), 满足 的 本 征 方程 是 
(a+2fga') | 2, = (fz + ge ) | z); (3.44) 
如 果 定 义 
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a+2fga' 


b= = acosh с + a! e?^sinh o = pa + va! 
V1—4 | fg Ë 
(3. 45) 
和 
b! = ua! y'a (3. 46) 
其 中 
1 
р = coshe , 
/1—4]| fg |? 
v = e"sinh z 2fg “一 -在 (s 47) 


VI 一 4 fg Ë ° Tf] 


系数 yy 和 v 满足 关系 | az 下 一 | v I? 一 1, 则 方程 (3. 44) 等 价 于 算 符 
b 的 本 征 方程 


b| 2), = fete" |, (3. 48) 
V1—4| fg |? 


HF [5, 0] = 1, AR | z), 确 是 一 类 特殊 的 压缩 相干 态 . 对 应 于 
方程 (3. 48) ,可 以 在 5 的 Fock 空间 构建 一 相干 态 


llfe+ge' |t, — fetg y 
exe(— 2 Tal fe tee)! 0 ml ea» 
(3. 49) 


满足 的 本 征 方程 是 
b | Cg)», = Klg) | к(2)), (3.50) 


Җир | 0)) JE b 所 在 的 Fock 空间 的 “真空 态 ", 有 关系 | 0)) = 
0; В 


"m 
Са) = — EEE fet ge’) 8.50) 
vi-tlfer ^C 
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这 个 新 的 真空 态 可 以 从 原来 的 真空 态 得 到 
|0) = (1—4 1 fg ID te^ | 0 (8.52) 
Tü EE (<o | 0)) = 1. 更 详细 的 计算 表明 , | CD, 和 | 2,28 Y 
一 个 指数 因子 , 即 
| <(g)>, 
= exp[ fe (1 £y - +) +f'z(! g п) 2), 
(3. 53) 


ARAM Fz), 态 的 期 望 值 时 ,就 可 以 利用 |x(g)), 来 计算 ,这 
是 由 于 | f |° gl’ = 1, 用 两 种 态 的 结果 是 一 致 的 


slxlg) | fla, at) | eg), =,(z| fla, at) | zd, (3.54) 
另 一 方面 ,从 式 (3. 45) 和 式 (3. 46), 可 以 看 出 上 Ma 可 通过 一 个 么 
正 算 符 相互 转化 
b = UaU^ , bt = Ua'U^? (3.55) 
所 以 可 知 
U^ | «Gg, 


1 | fe+gz" |? fz + gz" t 
= + = 
exp( 21-4] fg |? 1—4] fe | а) 19 =le в) 


(3. 56) 
很 明显 ， 
,8) = — Ete |z, g) .57 
alz,g VACAT IET Ig (3.57) 
其 中 |z, g) 是 原 Fock 空间 的 相干 态 . 注意 到 
U^aU = pa — уа! (3. 58) 


并 由 定义 式 (3. 51) , 则 方程 (3. 56) EH 
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а | z, g) = xK(g) | =, g) (3.59) 


下 面 计算 新 的 压缩 相干 态 | z), 的 压缩 性 质 . 由 式 (3. 54), 
(3.56) 和 (3. 57) ,可 以 计算 得 


«(= |а| 2), = (z,g|U aU |z, в) 
= (xz, g | (ра — уа!) | z, в) = pk — vk * 
(3. 60) 


场 的 正 交 相 定义 为 

О, 一 ae 十 areg，Q: = iae? — iae * (3. 61) 
Q 112), 的 期 望 值 为 
slz | Qi | ©, = (z, g|/U'QU | z, д) 


(z, g | Qua! — y" ade” + (ua —vat)e | z, g) 
—(Gu* —y' we” + (ик — uc" )e # (3.62) 


从 而 有 
«СДО, )°) 


I 


(QD (0) = 2 | v |? + 1 — (au e + e t) 
=cosh (2c) — sinh (2c)cos (0 — 28) (3. 63) 


M B= + (САФ?) 取 最 小 值 


(AQD5 |= = €^ = EH <1 (3.64) 


用 同样 的 方法 可 以 算得 


1 十 2 
(AQ?) lp = е" = iu >1 (8.65) 


最 后 来 看 特殊 情况 , 当 f — g 一 x 时 , 式 (3. 38) 就 化 为 
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£ t2 
| 2), > exp- iE EMITE) cs 


这 就 是 坐标 本 征 态 (o 十 iy). WM / =— = HA 


(3. 38) 得 到 


| |? 


t2 
| 2), > exp(— 2 іа" +) 0 (3. 67) 


即 动量 本 征 态 . 
3.3.2 ^ХЕЖЕ Ч 


EF ЕАН Р-НА BBM TERR |=), , A 
IWOP 技术 本 节 将 给 出 一 个 广义 的 菲 涅 耳 算 符 , 它 在 坐标 表象 中 
的 矩阵 元 给 出 广义 的 Collins 公 

式 (描述 光 衍 射 的 惠 更 斯 - 菲 涅 

耳 积分 变换 ). 在 压缩 相干 态 表 


Р 


Udo, Riz), 中 通过 z 一 sz те" 的 
7 映射 就 可 以 得 到 这 一 广义 的 菲 
Ap 12, aQap- T EHAA. 


AFETAl=), 是 一 个 压 
缩 态 , 它 在 相 空间 的 代表 域 是 一 
图 3-2 压缩 相干 态 在 相 个 椭圆 ,让 x 一 = 一 rz", 参看 
空间 中 的 运动 图 3 -2, 相 应 地 建立 如 下 的 ket - 

bra 型 积分 算 符 


° 
E 
ni 


2 
U,(r, 9 = Vs [S51 miel (3. 68) 


ЖФ s, 是 复 参 数 ,满足 | s|:—| r]: =1. 根据 式 (3. 42 Ж IWOP 
技术 可 以 对 式 (3. 68) 进 行 积分 
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Ur 9 = Vs" IP Ye ez | 
(dz. . j2 bere: 
ae dn rs 
CfGz — rz") + gGz — rz" )' a — 


fga” —-Cf'z* a^ да f' g'a! —a'a] 1 


-eC eme] 


: е (LEE + Lal —1)ata] :xX 


exp[ (E £7] (3. 69) 
再 由 算 符 公式 ехр(да'а) =: exp[(e — lata] : 去 掉 式 (3. 69) + 
正规 乘积 记号 可 得 
U,(r, s) = exp| (一 去 fr- £r ye di: 


2s 
eon £C HEP) Jewel (Ge +e] 
(3. 70) 


称 Ue(r，s*) 为 广义 的 菲 涅 耳 算 符 . 特别 地 , 当 g = 0, f = 1, Š 
(3. 70) 就 变 为 前 面 讲 过 的 一 般 的 菲 湿 耳 算 符 U Cr, s) 


Uolr, s) = VS U(r, 5) (3. 71) 
4g=1, 了 一 0, 由 式 (3.70) 可 得 到 
U,ai(rs s) 一 UGr 5") (3. 72) 


可 见 Us(r，s) 被 称 之 为 广义 的 菲 涅 耳 算 符 是 十 分 恰当 的 . 另 一 方面 ， 
利用 式 (3. 38) 和 式 (3. 40) 可 以 证 明 Us(r，s) 是 一 个 么 正 算 符 , 即 


Ui, s) = Ur (r, s) (3.73) 
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作为 练习 ,读者 可 以 自己 验证 一 下 . 
3.3.3 广义 Collins 公式 


HAU: r, s*) 的 正规 乘积 形式 (3. 69) ,首先 来 计算 U, Cr, s) 
的 相干 态 矩 阵 元 


(z|U Gr, s) | z) = ex[ (7 ££ - ££ ex exp[ (LEE + 


2s 


exp[ (5.7 + £e] (3. 74) 


再 由 坐标 本 征 态 和 相干 态 的 内 积 


2 
( 14) = | 2 уд" 2a i ‘| 
(3. 75) 


以 及 相干 态 表象 的 完备 性 关系 ,很 容易 可 以 计算 Ue(r，s) 的 坐标 
本 征 态 和 矩阵 元 


(q, Ч,С, s) 1a) 


= [fete | 2GlIU,G, s) | zy (= la? 


2 2 g 
В сав. е tiyas t Ea z =pl 


, Ул m "E UNE di 
| z | 十 三 Y. + Kz'z Я 2 | 


2 2 
= nl 24,9, _ 9 q, 
x exp{ w K glk? На +007 VU — 
2 
+ 
va-y)]-2 = 
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2 
- d.d q, 2 | 24,9, 
x = exp{ z+ Y) V+ SK 


uus 
— [K* 4- (12- V) C +Y Д 
2 [K + а X 1) (3. 76) 


HoBEXT K, V, Y MW, BAM 
Кт 71-а = fr ра 
5 5 s 


s 


у= ЪЁ, wea-yatvy—K (3.77) 


引进 满足 关系 AD 一 BC = 1 的 四 个 量 


A s(K+K 401 у) ү], 

в= +[K— кза+уа №) 

c--itk-x^a-wvacYvj, 

D=4IK+K°0+W0+Y)] (3. 78) 
式 (3.76) 就 可 以 写作 


(q, | U,(r, s) | q) = 


exp| zg Aat — 24,4, + Dp] 
(3. 79) 


式 (3.79) 是 广义 的 Collins 衍射 积分 公式 . ARS. g 取 特 殊 值 时 ， 
例如 当 g = 0, f = 1 时 ,由 式 (3.77) 和 (3.78) 得 到 


LG rts —r'»8B (str 8—7), 


1 
V2riBK 


A 


Се фта tr), D-lGerbs tr), 


(3. 80) 
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那么 式 (3. 79) RBH 

Js*. 
V 2xiB 
= Vs' (q, Об, s) | q,> 


(q, | Us Gs s) | g,) exp| zg Cat — 2q,q, + Da?) | 
(3.81) 
当 g —1, f = 0 H, HRG. IDAG. 78) 4838] 


A= ic —r'-cs—r) B= iG t+r*—s—r), 


iG'—rc—eD.D- ic + ++. 
(3. 82) 
此 时 式 (3. 79) 给 出 
£ i 
ta, | U, Cr, s) 14) = ag ae At — 244, +00) | 
= 564, | Об", в") | q? (3. 83) 


其 中 <q, | U(r, s) | gq,) 是 一 维 的 Collins 公式 


1 i 
(q, | UGrs s) | q> = mag a ai —# o] 
(3. 84) 


可 见 式 (3. 79) 确 是 广义 的 Collins 衍射 积分 公式 . 
以 上 讨论 表明 , 当 在 量子 光学 框架 中 找到 新 算 符 时 ,就 可 以 考 
虚 它 的 经 典 对 应 可 否 在 经 典 光学 中 实现 . 


3.4 Fresnel - Hadamard AG d» $ 


通过 上 面 章节 的 介绍 ,我 们 知道 菲 涅 耳 变 换 是 将 量子 光学 与 
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经 典 光学 相互 连接 的 桥梁 . 在 量子 计算 机 的 理论 研究 中 ,常用 
Hadamard 4 换 . 从 Deutsch - Jozsa 的 量子 几何 观点 来 看 ， 
Hadamard 变换 是 一 个 维度 为 N = 2" HEF Fourier 变换 的 一 个 
特例 , Hadamard 变换 是 n 个 Hadamard 门 平 行 地 作用 在 x + 
qubits 上 的 一 个 操作 . 具体 的 关于 量子 Fourier 变换 、Hadamard 
变换 及 Hadamard 门 的 知识 请 参阅 相关 文献 . 

这 两 个 变换 ( 菲 涅 耳 变 换 和 Hadamard 变换 ) 在 理论 研究 中 都 
很 重要 ,一 个 有 趣 的 问题 自然 也 就 产生 了 :可 以 将 这 两 种 变换 统一 
在 一 个 算 符 中 吗 ? 另 一 种 说 法 ,是 否 可 以 建立 一 个 联合 变换 , 它 能 
同时 发 挥 这 两 个 变换 的 作用 ? 本 节 将 利用 相干 纠缠 态 表 象 以 及 
IWOP 技术 给 出 答案 . 


3.4.1 相干 纠 强 态 表象 上 


由 于 算 符 a1 — a: 和 Q, + Q, 是 对 易 的 ,那么 就 可 以 找到 它们 
的 共同 本 征 态 |z, q) , 称 之 为 相干 纠缠 态 , 因 为 它 既 有 相干 态 的 特 
性 (一 组 具有 超 完备 性 和 部 分 正 交 性 的 基 ), 又 具有 纠缠 态 的 性 质 ， 
CHE Fock 空间 的 表达 式 为 (z 是 复数 ,9 是 实数 ) 


| ж, д) 


2 + у? 
ex Lal £ а tap н(е) + («7 3)a ] o» 


(3. 85) 


a |z, q) = [a exp[ | a T alta ү 
«5 Jat (a—$)ai] | | 00) 


( 
-[$6-4-«b +a], x, q) (3. 86) 


LEE q (а кар" ү 


a, | z, q) = PT exp| 7 
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(a+ Fat + (2G) at] | 00 


-[- еа tab ea] e o (3.87) 
所 以 很 容易 得 到 
(a, 一 az) | 2, 4) = = | х, 9) 
Q. +Q, eo 
c le Q= up (3. 88) 


ЖЇН TWOP 技术 可 以 证 明 |z, g) 是 完备 的 
dq f dz 
[xu | z, 9) <=, 9] 


- | Bf feof - oe d (or ge 


(а ау ta + (a +)a + 


(a7 + )ei 一 ai а —aia;— 
(a 一 部)a:] :一 1 (3. 89) 
读者 可 以 自己 试 着 证 明 一 下 |z, 9) 的 部 分 正 交 性 . 


3.4.2 Hadamard 变换 


Hadamard 变换 为 n 个 Hadamard 门 同时 对 N 量子 比特 进行 
作用 , 它 的 作用 等 同 于 对 所 有 基态 的 计算 玖 加 . 从 Deutsch - Jozsa 
量子 算法 的 角度 来 看 ,Hadamard 变换 是 N = 2" 维 量子 傅 里 叶 变 
换 的 一 个 实例 , 它 可 以 表示 为 习 


2-1 
|j = n eium | k) (3. 90) 
k=0 


连续 Hadamard FRAME LH" 
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ті = Lf dq'exp(2iqq /0?) | g) 3.91) 
oxn TE 


o 是 尺度 变换 系数 ,T 是 Hadamard HF. 利用 坐标 本 征 态 的 完备 
性 关系 可 得 到 


BEEN RET 
T= =] ftaa exp(2igq’/o*) | q) (q | (3. 92) 


ONT 


3.4.3 Fresnel - Hadamard 互补 变换 
受 式 (3. 14) RISK (3. 92) 的 启发 ,在 相干 纠缠 态 表象 构造 如 下 
形式 的 Fresnel - Hadamard 互补 算 符 U， 
U= Æ] Lz |7 айу exp (2iga’ /5') | se — rz", gq)(z, ql 
(3. 93) 


将 式 (3. 85) 代 人 式 (3. 93) 并 利用 TWOP 技术 及 真空 投影 算 符 的 正 
规 乘 积 形式 


| 00) (00 | 2: exp(—a} a; —a} az) : (3. 94) 
可 以 得 到 


2 oo 
u=.: [ “2 ace, zf [7 dat Bea, ae : 
x 一 co 
(3.95) 
其 中 
AG, 2°) = ер lee + | ү 


sz — rz" 


2 


(oi — aD +®-ш -a)] (3. 96) 
„2 2 
В‹а, 4) = exp- LEE + дај +al) + 
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qa, +a) + 7g] (3.97) 


+ +yz 2 
c= (aj c a2) ice) ala аја, (3.98) 


在 正规 乘积 记号 内 ,所 有 的 at 与 a 都 可 以 看 做 是 < 数 , 对 dada A 
分 得 到 


[дев (q, q) 


hey 2no* 
= vem ID 

J etr aD ey nuu каре T e (e o 

B 2( +4) 

(3. 99) 

接着 有 

dz 7 2 ба-а), 4 р 
Е eb — m ra; 


a, +a) + т! — мі —a + ar)? + 
Seal — ab] (3. 100) 


将 式 (3. 98), (3. 99), (3. 100) 代 入 式 (3. 95) ,经 整理 最 终 得 到 


u Adro yg r (2) + c —4 (64) 
Vs" Je +4 2;5 V 42 260 +4)\ 42 


(PCat) 106) 


CECR (а). 


(3. 101) 
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这 就 是 Fresnel - Hadamard 互补 算 符 的 正规 乘积 形式 . 
3.4.4 Fresnel- Hadamard 互补 算 符 的 特性 
注意 到 关系 式 


Ë —a ata). 0, É =a, а-в]. 1 和 


V2 V2 V2 V2 
al 十 az alte) 

sr Fs et | ү 3. 102 
[ a” Z (3:102) 


a—a а +a. 
1 2 ` 1 2 一 模 ,所 必 
pr xc 可 以 看 作 是 独立 于 US 的 另 一 模 , 所 以 有 算 符 恒等式 


exp[ flat + at) (a; +а,)] 
= exp[ 5 Ce — D al xal Gi ta): 
(3. 103) 
用 式 (3. 102) #15563. 103) 可 以 将 式 (3. 101) 写 成 
U = U;U, = UiU, (3. 104) 


i 


其 中 


U, = 4 Vx 


ta 
Vetta e [zer x5 V2 


es (P 2 (ex +a, Jl af c 


[zt Ce) | 


JF 


5] 


(3. 105) 


. а. 2 
е =z) ] (3. 106) 


71 


а —@ а +a 
U, — ud SU; —— 
是 模式 万 HERF U 是 模式 万 的 Hadamard 
算 符 .那么 接着 就 有 


и“ anja =U, а — 42777 一 5 а 一 Q2 +r% — ai 
42 42 42 42 
рау U, аар. ata +s% — ai 
i Vi Fa JE 
(3. 107) 
物理 上 , HEIL 和 а +a: ть 
же "E 可 以 看 作 是 一 个 光 分 束 器 的 两 个 


出 射 场 . 另 一 方面 ,从 式 (3. 101) 还 可 以 得 到 
Ue Tapa =U, a atar’ 


= 
1 а +a, al -- aj 
= 1 foot +4) -0-9 ta] 
- wl? JE 2 
t+al, at +a}, 
и ty- = y, @ ty 
JZ 1 JZ 1 
1 ai +a} a +a 
2d [+s 4 G4) 2 :| 
25| е J /2 
(3. 108) 
对 于 
eat eat 
Q = 7—9, p, = 9,05 = 1, зу) (3.109) 
j 2 j " J 
则 有 
uS Ts = CP. +P, 
UCP, + РОО = — 5 езе (3. 110) 


RG. 110) 的 相互 变换 可 以 通过 下 面 两 式 实现 
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ant + zB et t 
еее (Q, + Q, )e feinen = P, +P, 


etalate (P, + Pe eise —— (Q, +Q) 
(3.111) 
而 双 模 压缩 算 符 为 
$= exp[In Zl al — aa] (3.112) 
所 以 
U, = S;! éteinte (3. 113) 


ARG. 104) BSR (3. 113) ,可 以 看 到 U 被 分 解 为 
U= U, Sz ef elato = S;' ефіру, (3.114) 


同时 也 可 以 看 到 UU 是 么 正 的 , U'U = UU! = 1. 
小 结 : 以 上 基于 相干 纠缠 态 表象 ,提出 了 一 个 Fresnel - 


Hadamard 互补 算 符 , 它 对 一 个 光 分 东 器 的 两 个 输出 光 场 a 


aa 分 别 起 到 了 Hadamard 变换 和 Fresnel 变换 的 作用 (该 


光 分 东 器 的 两 个 输入 光 场 分 别 为 a) 与 a;). 如 果 一 个 光学 装置 可 
以 被 设计 为 Fresnel - Hadamard 互补 变换 , 则 该 装置 可 以 直接 被 
用 于 输出 一 个 光 分 束 器 的 两 个 出 射 场 . 


3.5 MIB 


可 以 把 3. 1 节 的 讨论 推广 到 双 模 相干 态 |z, ，z,) 表 象 情况 . 构 
造 如 下 的 ket - bra 积分 型 投影 算 符 : 


2 2 
йз, э) = s| SER |ы, tet re + ee) es z | 
(3.115) 
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RP | s|? —lr |? = 1. 用 IWOP 技术 积分 之 , 则 得 到 
U(r; s) = ££ : exp[ 一 | sl (| z |? + m |?) — r" siz 一 
rs" zí zi + (зт, + rz )а + (rz? + sz,)b' + 
zia+z;b—aa— bb]: 
=exp (a'b! )exp[ (ata T- bb +1)ln G* 7] 


exp(— Zab) (8.116) 


AG. 115) AIK (3. 116) 表 明 双 模压 缩 算 符 U, (r,s) 也 是 辛 变换 
(ау, 22) 一 (sz1 十 ?zt , rzi 十 szz) 在 希 尔 伯 特 空间 中 的 映射 . 同 
样 也 可 以 证 明 由 式 (3. 115) 代 表 的 U, (r,s) 的 相干 态 投 影 算 符 表 
示 也 是 满足 量子 刘 维 定理 的 .用 IWOP 积分 技术 计算 U, (r, s) 
UG, s’) ,得 到 


U,(r, SU;G', s) 
2 2 
= sf SEE | ш, шр, гр + seeders m IX 
[Гг 
E 


poh pe ^. / 
sz 十 rz 1, rz Ч sz, i, zl 


RE 1 15 十 rs j++ [ 1 af 
= reper (arte ee)! eX 


Cata + 6'6) |exp[— r+" | (3.117) 
4 
l= s trr, = rs'* rs (3. 118) 


可 见 [5 12—17 12 = 1, 于 是 
О, (т, 80, б", s) 
= exp( zat Jexpl(a'a + b'b 4- Dln G^* )7 Jexp(— т) 
= 10,0, #) 
(3. 119) 
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可 见 量子 刘 维 定理 对 于 双 模 情况 也 是 成 立 的 . 
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5543€ Weyl 对 应 与 Wigner 
算 符 的 范 氏 形式 


4.1 从 Weyl 变换 到 Weyl 对 应 


Weyl Æ Hilbert 的 学 生 , 被 Dirac 称 之 为 “不 能 理解 ”的 科学 
Ж. 1929 年 威斯康星 报 的 一 名 记者 在 采访 Dirac 时 间 道 :“ 人 们 说 
你 和 爱 因 斯 坦 是 世界 上 仅 有 的 两 位 天 分 很 高 而 又 能 互相 了 解 的 
人 ,我 不 会 问 你 这 是 否 真实 ,因为 我 知道 你 太 谦 虚 而 不 肯 承 认 . 但 
是 我 想 知道 一 一 你 是 否 曾经 遇 到 过 一 个 人 ,对 于 他 ,就 是 您 也 不 能 
够 理解 ?” 对 此 问题 ,Dirac 的 回答 就 是 Weyl. 本 章 中 ,我 们 将 较 明 
显 地 发 展 Weyl 对 应 与 Wigner 算 符 理论 ,给 出 Wigner 算 符 的 5 
函数 形式 ,并 用 于 建立 新 算 符 与 新 变换 . 

在 量子 力学 方面 ,因为 坐标 算 符 Q 与 动量 算 符 P 不 对 易 , 故 
而 经 典 函 数 h (q, p) 过 渡 到 量子 力学 所 对 应 的 算 符 НОО, PRE 
一 ,人 们 必须 给 出 一 种 对 应 规则 作为 解决 这 个 问题 的 一 个 方案 . 
1932 4£ , Weyl 给 出 了 一 种 现在 称 之 为 Weyl 对 应 的 编 序 方案 


Фр" > (2) > Tepe Pe (4.1) 
我 们 也 许 “ 不 能 理解 ”他 是 怎么 想 出 这 个 方案 的 、 这 个 方案 有 
什么 优越 性 ? 但 是 通过 有 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWOP 积分 技 
R) ,可 以 深入 地 揭示 Weyl 编 序 的 实质 ,并 在 此 基础 上 引入 Weyl 
编 序 算 符 内 的 积分 技术 . 
设 哈密 顿 量 百 (Q，P) 的 某 坐 标 表 象 矩阵 元 有 如 下 的 傅 里 时 
变换 
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fiu (a НО, Р) |46) = e 5. 4.2) 
HARRAH 
ар 
(аъ НСО, Pla 6) = | Pera р) 4.3) 
或 改写 为 
‘al HQ, D |g = | Boron, р) aw 
这 被 称 为 Weyl 变换 . 此 式 可 以 看 作 是 由 以 下 两 式 


‘ql Plg)= [ Benen р ——i9a(q-4) (45) 
2x Әд 


Р ; 
491919) “езе 4) [оне 279 (4. 6) 


归纳 出 来 的 一 个 “猜测 ”, 即 从 (q | HQ, P) | q) 来 定义 
(Єз Š D 称 之 为 “中 点 ”方案 . 实际 上 , 式 (4. 5)，(4. 6) 是 式 


(4. 4) 的 特例 , 式 (4.4) 是 式 (4.5)，(4. 6) 的 推广 与 总 结 . Weyl Ж 
换 很 自然 地 给 出 了 量子 力学 算 符 与 经 典 物理 量 的 一 种 对 应 关系 . 
利用 求 迹 的 性 质 Tr(| u) |) = и | v) 把 Weyl 变换 式 (4. 2) 改 
写 为 

h(q, p) = 2xTr LH(Q, P)ACg, p)] (4.7) 


其 中 AC,» РЖ Wigner 算 符 


AG. р = | He* а (a | (4.8) 


另 一 方面 ,对 式 (4. OER [da | a) t da Ca! | 并 利用 坐标 表象 
完备 性 , 则 得 到 
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HQ, P) = [aaar 149 ТЕЕ 2) 


= = fdpdaduh са, pe Le S (a— 2| 


= Јараа са, PAG, p) (4.9) 


式 (4.9) 和 式 (4.7) 合 称 为 Weyl XE, hlas PRAHA H (Q, 
P) 的 经 典 对 应 ,Wigner HF A(q, DERDI. zü (4. 90 Н 
就 是 式 (4. 7). 


例如 , 当 HeQ, P) = (3) 5 no P. 由 式 
(4.7) 可 得 
һа, p) = [due ca (5) > ame Pe 
l-4) 
= ае" («+5 | eal 
= q r [ave f 2. ;-dp'e wp 
= фр" (4.10) 
即 


(z) Улпот rere aD 
[=] 


Мп (5) 2 ome РӨ 是 一 个 已 经 Weyl 编 序 好 


了 的 算 符 , 它 是 q"p" 的 Weyl 对 应 . 可 见 Weyl 编 序 与 Weyl 对 应 
密切 相关 . 
在 前 面 章 节 , 我 们 给 出 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 是 
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Alas а") : exp(— 2(a! — a^ )(а —а)) : 


1 
x 
L + expl (q-Q*!—(—PY): — (4.12) 


作为 应 用 ,这 里 就 利用 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 和 Weyl 对 应 
来 求 电流 密度 算 符 的 正规 乘积 式 口 . 经 典 电流 密度 是 
16) = pv = -8(q—q)p (4. 13) 
m 
其 中 09) = 00—40) 代表 在 点 g 的 电荷 密度 ,v = DP 是 该 电荷 
的 速度 . 根据 Weyl 对 应 ,电流 密度 算 符 就 为 
jJ = [ара fa(q—q)pA(q. p) (4.14) 
m 
将 式 (4.12) 代 入 式 (4. 14) ,得 到 


J= ——[[арадё‹а— a'r : exp(— (¢—Q)*— (р — PY!) : 
тт 


e 
= : exp(— (4 — Q!)P : (4. 15) 
Ve 


түп 


这 就 是 电流 密度 算 符 的 正规 乘积 形式 ,将 P = Se = RAR 


(4. 15) 又 给 出 
J- ie Га? : e 4-9 14 go , a] 
m /2х 
=: ie "= 194-9! , 4 Wo", e] 
m 42x V2 42 


e 


2 xm 


[Р : e 4-9 :十 : Wo , Р] 
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= 50869 — ФР + Ph 一 9)] (4. 16) 
m 


这 是 明显 的 厄 米 形 式 ,最 后 一 步 用 到 了 


1 
x 


re @® ,—| aq |= 844 —– ©) (4.17) 


Q:e «9 1: 9-9. Q (4. 18) 


4.2 Weyl 编 序 记号 的 引入 和 Wigner 算 符 的 Weyl 
编 序 形式 


现在 根据 式 (4. DKR еч? 59 的 经 典 Weyl 对 应 . 利用 算 符 公 
XU 


«Ве = B+[A, В]+ ГА, [4,，B]] 十 … (4.19) 


以 及 坐标 算 符 本 征 函 数 的 特性 可 得 


2x Tr[ e^? Alq, p)] 


ш (ди, 7m M u 
= — o" 一 二 | ei eQ IE. 
e? ne (a 2 е" е! la) 


m (du , А 
e > ы ы 
_=[ du x 
=e Ff Stem acw—wer(r# 
2x 


= ere (4. 20) 


ено) [еаресе дса, р) 
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X Доор +9)" = [dade У) бар + ia AG. p) 


(wP +1Q)" = [dgdp cep AG. p 4.21) 


Bn 
(Р + Q)" — (wp + q)" (4.22) 
对 比 式 (4. 11) 和 式 (4. 22) ,要 使 它们 自治 ,看 到 
СР + Q)" 
= = lY 8A (n—k)! tI pkg! 
Mew (т) D mar D P'Q 
(4.23) 


引入 Weyl Fig ii, 5) LO PL geepiQU ft Weyl i 
序 好 了 的 ,故而 


ce © 
Dp E 719 P 


i-o 


> Wee (4. 24) 
"nn 1 


HUW ` ` 内 部 Q，P 是 可 对 易 的 ,于 是 式 (4. 23) 右 边 的 后 半 
部 分 


wk wh 


( 2 ) 名 CRT EY 


x. 23) 就 可 写 为 


apg! = QHP (4.25) 


(wP + Q)" = Уа шуут ‘grep (4. 26) 


所 以 根据 Weyl 对 应 就 有 
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‘arp’ = japdei7p sa p (4:27) 
从 而 可 以 看 出 Wigner BAR Weyl 编 序 形式 (也 称 为 范 氏 形式 ) 
Alg, p) =18(q— Q3(p— P); 
=\3(p— Р)ё(а— О), (4. 28) 


这 是 一 个 很 容易 记 住 的 公式 , 即 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 是 
Dirac 8 -函数 ， 因 为 它 简洁 , 故 很 有 用 ， 文献 中 称 为 Wigner 算 符 
的 范 氏 形式 . 这 使 我 们 想起 了 清 代 文人 何 绍 基 的 对 联 :“ 物 不 求 余 
随处 足 , 事 如 能 省 此 心情 ”， 当 我 们 能 用 简洁 的 方法 或 语言 来 阐述 
物理 时 ,心情 是 多 么 阳光 ! 马赫 说 :“ 科 学 的 方法 是 最 大 限度 地 使 
思维 活跃 ,花费 尽 可 能 最 少 的 思维 对 事实 作出 尽 可 能 最 完善 的 陈 
XR. "我 们 又 想起 物理 学 家 赫兹 ,他 十 分 重视 数学 符号 在 物理 理论 
教学 与 科研 中 的 重要 性 ,他 认为 符号 对 于 人 有 相对 的 独立 性 ,“ 它 
比 使 用 它 的 人 聪明 ”. 
接着 有 


тр" P (4. 29) 
ebo) Lu goes t (4. 30) 
所 以 Weyl 对 应 此 时 就 可 以 写 为 
AQ, Рэ, = [dpdqh (q, PACA, p) (4.31) 
式 (4. 31) 说 明 一 个 已 经 Weyl HF T IEEE h (Q, P) BR 


对 应 函数 能 够 直接 地 由 Q 一 q,，P 一 p 代 蔡 而 得 到 ,这 是 值得 注意 
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的 . BANEBOR IURE PEAR BR Ж AUCI Jt ABB AO ER 


ata’ а-а! atip 
QP , , 
Weyl 4a F. 因为 Q EA Ят. J x 


(4. 28) 又 可 写 为 
Alas а?) = 1M! а )8(a a). (4. 32) 
再 令 h(q, p) = fla, а"), Wi Weyl HAR. 31) 也 可 表示 为 


‘flay а= fafta, a" )ACa; a") (4. 33) 


4.3 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 


在 上 节 的 基础 上 ,我 们 给 出 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 的 
ER, 

(1) Weyl 对 应 规则 式 (4. 9) 本 身 可 以 纳入 Weyl 编 序 形式 , 即 
式 (4. 31) 或 式 (4. 33). 


(2) 玻 色 算 符 a, at 在 Weyl 编 序 记号 ，: 内 部 是 对 易 的 . 
(3) 可 以 对 ，. 内 部 的 с 数 进行 积分 运算 ,只 要 该 积分 收敛. 


(4) “记号 内 部 的 ; :记号 可 以 取消 . 


(S) 相似 变换 不 改变 Weyl 编 序 . Ut V 为 一 个 相似 变换 算 符 ， 
则 有 


V Ov--2'v2 = XY ZV)! (4. 34) 


BD V 可 以 穿越 ; . ,在 下 一 节 ,将 给 出 具体 的 证 明和 例子 . 


83 


下 面 利用 Weyl BRAK (4. DKR QP 的 Weyl 编 序 形式 : 
TELPA P] = [due (o7 4) (a— т. P| q+4) 


= a [дие (a =) y jare» Ve 


;)eo7e (4—2) |, 


(4. 35) 


ll 
— 
6 
= 

< 

"-— 

一 ~ 

<s 

— 
i 


再 根据 式 (4. 9) 则 有 


apr = [ар X (7) (i rta ю 
(4. 36) 


将 式 (4. 28) FLA SX (4. 36) ,并 利用 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 
将 有 


er - fon EG) (res 
1809 — Qp — P). 


iy) m! ы 
Lulz) парте 0 (43 


这 就 是 QP 的 Weyl 编 序 展开 . 再 由 厄 米 多 项 式 的 定义 式 (2.92) 
可 以 将 式 (4. 37) 简 写 为 
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Ро Ф)" WEP) = HCV5Q,V5iP)” (4.38) 


这 里 得 到 一 个 新 的 算 符 公式 . 
4.4 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 的 不 变性 所 


引进 一 个 变换 算 符 S, 其 产生 的 相似 变换 为 
SaS- = pa --va!, SatS'=eatra', (4.39) 
其 中 jr 一 ov = 1, 使 得 [ya 十 va' ca 4 a! ] = 1. 现在 要 考察 的 是 : 
相似 变换 的 操作 能 否 穿越 Weyl AUF MiB. W? 答案 是 肯定 
的 . 下 面 就 来 证 明 这 个 结论 . 对 任意 一 个 算 符 FG! ，a) ,根据 Weyl 
对 应 规则 得 
Flat, a) = 2|@а/(а” ,Alas a") = ‘fla’, а) 
(4, 40) 
其 中 f(a", a) BU Flat, a) RY Weyl 对 应 ;根据 前 面 的 章节 ,知道 
Ala, а?) = | ÈZ Latas z | e's 
= lat — a" )8(a—a). (4. 41) 
是 Wigner 算 符 , 且 它 的 正规 乘积 展开 为 (4. 12) ,在 相似 变换 S F, 


可 得 


1 
2 


z(oa +rat—a*)—2z* (ua + va! — а) + 


SA(a, a' 0S? = safes t exp{—| z I? (ov } 
T 


iG has) 
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= + : exp(—2(a'—pa* +oa)(a—ra+va")} *. 
(4. 42) 
将 式 (4. 40) 作 相似 变换 ,并 结合 式 (4. 41) ASK (4. 42) 8. 
SF (at, a) S? 
= 2 аара", а) + expl 264" — ра" +0a)(a—ra+va")} + 


= [euruu 十 va"，aa 十 ra" ) alat —a* )8(а —a). 


= * Ға +va', ва + rat) (4. 43) 


H sh (4. 40) MACA. 43) ,得 


S, flat, a) S = fpa +va', ва Hra’), (4.44) 


式 (4.43) 说 明 :相似 变换 操作 可 以 穿 过 Weyl 编 序 记号 | Bl 
Weyl 编 序 在 相似 变换 下 具有 序 不 变性 . 
4.5 若干 Wigner 变换 公式 的 简化 
根据 这 个 性 质 , 就 很 容易 推导 出 若干 Wigner 变换 公式 . 所 谓 
光学 中 函数 g(z) 的 Wigner 变换 是 指 : 
Wc» INC +5) а (=- =) expt i2zur )dz' , 
(4. 45) 


SP = 和 v 可 理解 为 函数 g(z) 的 空间 变量 和 空间 频率 变量 , 它 与 
Wigner 算 符 A(p, gq) 的 坐标 表象 有 相同 的 结构 ,所 以 研究 g GE 
某 些 变换 后 所 引起 的 W 的 变换 就 可 以 转换 为 对 ACP, 9) 实 行 的 么 
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正 变 换 的 研究 ; 若 S= (一 )*, 其 中 NN = a'a 是 粒子 数 算 符 ,S AF 
KAR AC DPED = — P, — D'QC D" Q, 用 式 
(4. 28) 就 有 


CDA, QC 0) = 0+ PHQ) 


= AC- P» — 9. (4. 46) 
& C D'Io =|—4Ф, WI 
= | dren оа (офи 
A pi Ф = (ate |—g— 4 )(—gt+ |. «an 


式 (4.47) 说 明 : 空 间 的 反 演 变换 | 4) 一 | 一 ORES | Ф = 
SD — fC- q)) ,使 得 相 空间 的 分 布 函 数 W Cp, 4) > WC— p, — Q. 
车 S = einN/2 ， 因 
ee Na деим — p, 
ен? pg-ixN/2 一 一 Q， 
eX? | p) —|—qX-, (4. 48) 
则 


AG, — p) = 1569 — Р)8С— р Ф)! 


y 


1909 — PG + О)! 


= еМ EC —Q8p— pem 
= едр, q)e "^2, (4. 49) 


因此 空间 变换 e | а) 一 | р),., GR fca) — [exp ipa 1/ Go dat 


称 为 Fraunhofer 衍射 变换 ) 4848 Wp, q) — W(q, — p). 
Ж Wigner 算 符 的 变换 为 


ACP, 4) — АФ + 245, q) 
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= '8(p + 2g — Р)804 — Q= (3 — P + 2908(G — ©; 
= e AC, pew, (4.50) 


则 相应 的 空间 变换 为 | fy — ee | fy GR Са) > Сауе", 
为 薄 透镜 变换 ) ,而 当 


АФ, 4) + ACP, q— 25р) = (80р — P)B(G—Q—2sP). 


= Ap, ge, (4.51) 


其 相应 的 空间 变换 称 为 Fresnel 衍射 变换 ， 

尽管 前 面 几 节 的 一 些 公式 和 计算 看 起 来 很 数学 化 ,但 是 却 能 
精确 而 可 靠 地 描述 物理 内 在 的 某 种 联系 . 正如 Einstein 所 说 的 那 
样 :数学 给 予 精密 的 自然 科学 的 某 种 程度 的 可 靠 性 ,没有 数学 ,这 
些 科学 是 达 不 到 这 种 可 靠 性 的 ”,“…… 通 向 更 深入 的 基本 知识 的 
道路 是 同 最 精密 的 数学 方法 联系 着 的 . ”Dirac 也 曾 说 ;:“ 关 于 新 物 
理 的 书 如 果 不 是 纯粹 描述 实验 工作 的 ,就 必须 从 根本 上 是 数学 性 
的 . 虽然 如 此 ,数学 毕竟 是 工具 ,人 们 应 当 学 会 在 自己 的 思想 中 能 
不 参考 数学 形式 而 把 握 住 物理 概念 .” 


4.6 化 任意 算 符 为 Weyl 编 序 形式 的 公式 


上 面 给 出 了 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 及 其 相关 性 质 , 读 
者 不 免 要 问 , 如 何 将 一 般 的 算 符 作 Weyl 编 序 展开 呢 ? 这 里 用 密 
BERT p 的 Weyl 编 序 展开 ,来 说 明 一 般 算 符 A 的 Weyl 编 序 展开 
的 方法 . 密度 算 符 在 相干 态 表象 中 的 P 表示 为 


[dz 
e- | рс) | 061. (4. 52) 


Mehta WAM GE XC? 
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PG) = e" [ÉR g| p | Фер Bl? +B" = — fe") 
(4. 53) 
这 里 1B) 是 相干 态 . 相干 态 投影 算 符 |z》(z| 的 Weyl 对 应 为 
2xTr[| z)(z | Alas a” )] 
= [ae |q—4)(g+ |o 
= 2exp[ 一 2 | z |? +V2ql2 +2") урба — 2 ) — q! — p^] 


= 2exp[—2(z* —a^ )(z—a)]. 
(4. 54) 


再 根据 式 (4. 33) 49 |2) (| BJ Weyl 编 序 展开 为 


| 2G | 2{ #aexpl Zt а" )(ж—а)]{8(а' — a" )8(а— а), 
= 2 exp[— 227 — aG — a]. (4. 55) 


于 是 相干 态 的 完备 性 关系 也 可 以 纳入 到 Weyl 编 序 的 积分 范畴 来 
说 明 , 即 


Je | 2l 2] dpt 2(z* 一 at)(z aJ 1. 
x nt : 

(4.56) 
将 式 (4. 53) 和 式 (4. 55) 代 人 式 (4. 52) 18. 


e= 2f gus Teg | pl Brexp(| B|? --8z — e" 2 X 
` expl- 2(z* —a')(z—a)] 
= 2f SE p | pl expl a—f'-Fa'a)]. (4.57) 


这 就 是 密度 算 符 p 的 Weyl 编 序 展开 公式 ;对 于 一 般 的 算 符 A, 它 
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BY Wey! 编 序 展开 也 是 
A= af SP Cg | A | фехр[2(8° a — Ba! --a'a) T. 
(4. 58) 


作为 例子 中 ,可 以 计算 出 宇 称 算 符 (一 )*(N = ata 是 粒子 数 算 符 ) 
的 Weyl 编 序 为 


CDY = Faaa). (4.59) 


而 算 符 expCfa!b')exp(gab) ff] Weyl 编 序 为 
exp( fa'b' exp( gab) 
2 2 
a| SATR exp 21g 15—21 |? + f8 8 + кй, X 


‘expl2(pi a — fra’ 十 ata) + 208 b— Bb! +O] 


lise pA gf Amb + Aff! — 2gf Ca tatoo]. 
(4. 60) 


可 以 看 到 ,利用 公式 (4. 58) ,能 方便 地 将 一 个 算 符 变 成 它 的 Weyl 
编 序 形式 . 


4.7 用 Weyl 对 应 导出 Wigner 算 符 的 相干 态 表象 


作为 式 (4. 58) 的 另 一 个 应 用 ,计算 | z) (一 z | 的 Weyl 编 序 形 
式 


| 2> z | = z[ E| C z 1 p lexo a—a'p+ a'a) 


ы-н Le cepe 
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2(8'а—а'8+ ata)] 
一 2 exp(2a'z — 2z" a — 2ata) ` (4. 61) 


根据 平移 算 符 D(z) = exp(zat— z^ a) 的 性 质 
D(a)aD^' (a) = а—а, D(a)a! D? (a) = at —a" (4.62) 


A 
D(a) | z) (— z | Dt (a) 
= 2D(a) exp(2a!z — 22" a — 2a'a)  D' (a) 
2 expl—2z" (a — a) + 2a! —a' ) — 2(a! —a" Y(a —2)], 
(4. 63) 
另 一 方面 ， 
D(a)D(2) | 0) = Dla + s)exp| + Cas ° — =° jJ 0) 
(4. 64) 
(= | D(a) = (0 | D'C— z) Dt (a) 
= (0 | [DG)DC- ә] 
= (0| D(z—adexp| + (as ° —=')] (4.65) 
所 以 有 


D(a) | z)(—z | D’ (a) 
=D(a + z) | 0)(0 | D(z—a)explax* — za") 
=l|atz)(a—z | exp(az* — za * ) (4. 66) 
将 式 (4. 66), (4. 63) 与 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 相 比较 , 便 
得 到 Wigner 算 符 的 相干 态 表象 
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2 
[£& а z)(a—z|exp(az* — 2a") 
л 


dz: “ + . + š : 
2| SE eet 22" (a — a) + Xa! —a' )z— 2(a! —a' )(a —a)]; 


= Js! —a" аа) 


= aq -D P). 
= AG, p) (4. 67) 


4.8 用 Weyl 对 应 导出 一 类 压缩 相干 态 表 和 象 "" 


从 前 面 知道 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 ( 范 氏 形 式 ) 为 (4. 28), 
这 是 一 个 很 有 用 的 公式 , 它 的 边缘 分 布 直接 给 出 动量 投影 子 


fiac, д = Јаз Pau- Q! 
='3(p— Р) =] pl (4. 68) 
和 坐标 投影 子 
[apto o = 1069 — o= 91 (4. 69) 
ARA. 28) 也 可 看 出 Wigner 算 符 是 完备 的 , 即 
[Jeedaace, а) =1 (4. 70) 


观察 下 面 的 高 斯 积分 , 它 也 是 等 于 1 的 ， 


ПЕ: (р Р) (9—91 4.1) 
Е А 


于 是 自然 就 有 一 个 问题 ,这 个 Weyl 编 序 好 了 的 高 斯 积分 具有 什 
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么 物理 意义 呢 ? 也 就 是 说 


expl (p — P — (q — QJ; =? (4. 72) 


它 的 物理 意义 是 什么 ? 
在 给 出 这 个 问题 的 答案 之 前 , 先 给 出 相干 态 投影 算 符 的 Weyl 
编 序 形式 . 根据 公式 (4. 58) 和 相干 态 的 非 正 交 性 ,有 


| 2l =z Í A g| zz B'exp[2(8^ a — aB + afa]. 


2' expo 2(z—a)(z* аэ] 


2! expl— (p — P! —(q—Q)*]: (4. 73) 


qtip р а-а а+а gen е 
其 中 > VE QP " ,Q Z ,所 以 式 (4.72) 代表 一 个 
相干 态 投影 子 . | z) (= | 的 Weyl 编 序 是 相 空 间 的 一 个 高 斯 函数 , 那 
么 其 边缘 分 布 立 即 给 出 

Jap | 2)(z | = 2Vx-expl— (q4— QT: 


= 2/xexp[— (q — Q)’] (4.74) 


faa | ғ) | = 2 Vz expl— (p — PY 
= 2/xexp[— (p — P)*] (4.75) 
现在 再 问 ,exp| — 1.00 — P* —к(@— Q* | 的 物理 意义 又 是 什 


么 呢 ? 这 个 算 符 由 范 洪 义 首次 提出 ,研究 它 是 有 意义 的 ,因为 其 边 
缘分 布 给 出 


Jap:exp[ Lo P) — «lq Q* |! = exp[ к(а— 9%] 
(4. 76) 
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I 10-Р) k(q ә |= exp| 10 Py] 
(4.77) 


iXac 1 ж + iem 
La 


D(a)QD~ (a) = Q—Veq, D(a) PD (a) = Р—-%- 
к 


(4. 78) 
并 利用 Wey! 编 序 算 符 在 相似 变换 下 的 序 不 变性 ,得 到 
D(a) | 0)(0 | D(a) 
= 2D), expC— Р? — Q)’ D^ (а) 


Zexp| [к= (Q Je]: (4.79) 
к LI 
考虑 到 压缩 算 符 
SW) = exp a" ~ a Inde | (4. 80) 


的 作用 ,就 可 以 改写 
2:exp| 一 lo- PY —a(q— oT 
- 256 exp|- к=] _ (Qf? |S "O 
1 x 1 


= 286/k) Dla) exp(— P! — QD? (aS Ge) 


= SQK)D(XO) | 00 | D (0S7 We) 
= | ТСТ | (4. 81) 
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其 中 


217 ee 
ID = воро bea +i 2} Jio (4. 82) 


是 一 个 压缩 相干 态 . 它 是 完备 的 
ева» Ira i21 (4. 83) 


可 以 构成 一 个 新 的 表象 . 
4.9 用 压缩 相干 态 分 析 Husimi 函数 


根据 Weyl 对 应 和 式 (4. 28) 有 


2 exp| — lo — р)! — <q — Q] 
= [ар da’exp| — Le — p)! — &(q' — a’ Ja’, >) 
(4.84) 
从 式 (4.84) 右 边 可 以 看 到 , exp[ — LG! — p 69 一 9)? | 是 


一 个 高 斯 颗粒 函数 , 它 的 目的 是 “光滑 ”Wigner 算 符 AG. р), 
滑 以 后 的 算 符 记 为 A ,于 是 有 


W,G', p) — (pl AG» р) | 0 
= alfa’ da’ exp — Lo — py! — k(q' — 9! wa. p) 
(4.85) 
Ж W, 为 Husimi 函数 . JA sk C4. 85) 2604. 81) 可 见 
WC, p) = «І ТСТ) = (Тф) 2 (4.86 
可 见 密度 矩阵 o 的 Husimi 函数 中 的 本 质 实际 上 是 Tr(p | T) XT D. 
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4.10 用 Weyl 对 应 导出 广义 相干 态 表象 


类 似 于 式 (4. 79) 到 式 (4. 81) 的 计算 ,让 08 — ró = 1, 得 到 
D(z’) | 0) (0 | D^? (z^) 
= 2D(z) ехр(— Р? — QD G^ 
= 2iexp| — [ = (o2): (4. 87) 
其 中 
z/ = [—4kq/8--ip/(g4k)]/42, к —— «à/y8 (4.88) 


做 压缩 变换 就 给 出 


28( /= 28787) exp] — [ре P ] - CINE 


BY 

S^ (/— c6/BY) 

2: (9 : 21: 

2 exo 22 (4 +Q) (6 P) i 
=| Фф) ‹Ф | (4. 89) 

其 中 定义 了 
| @) = S' C/— c0/BY) D(L— а м тё/Ву /8 + 
ip/(B м c8/7BY)1/ 42) | 0) (4. 90) 


这 是 一 个 广义 压缩 相干 态 . 忽略 一 个 不 重要 的 相 因子 则 得 到 
I) = (一 4<p78)'"exp| zE 一 m 十 V2 (та + iyp)at + 
By + ró 
eee | | 0) (4.91) 
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利用 IWOP 积分 技术 可 以 计算 


1 дір ь 4.92 
zril = | ФУ(‹Ф|=1 (4. 92) 


| ФУ 是 由 胡 利 云 . 范 洪 义 首次 提出 的 广义 相 空 间 的 基 . 
同样 地 ,由 Weyl 对 应 亦 有 


_ +9) «2 (£- DN 


a(t +4) +28(2—») Jac, р) 
(4. 93) 
Axa. 85 MDA exp [ 2 (Z2). ЕС) Jex 


为 广义 的 高 斯 颗粒 函数 , 它 的 目的 是 更 广义 地 “光滑 ”Wigner 函数 
W's pO ,光滑 以 后 的 函数 叫 广义 Husimi ВЖ, Вр 


W, р) = 2а dq СЕБ +a) + 


Y8(b _ 


As p) Twe, b) (4. 94) 


由 于 


У, (q's p) = «| DD | ф) =| (Ф|) |? (4. 95) 


这 就 很 简明 地 一 述 了 广义 Husimi 函数 的 本 质 实际 上 是 Trol) 
(5p. 

根据 Weyl 编 序 算 符 在 相似 变换 下 的 不 变性 ,我 们 能 够 非常 
直接 地 构造 出 广义 压缩 相干 态 表象 ,而 且 这 种 方法 简洁 方便 ,可 以 
被 推广 到 构造 其 他 量子 力学 表象 . 
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4.11 Weyl XJ FZ 3048 + #s x$ Re? 


相干 态 是 量子 力学 的 一 个 重要 概念 , 它 是 最 接近 于 经 典 的 态 ， 
可 以 描写 激光 的 量子 态 . 相干 态 有 一 个 重要 性 质 ,就 是 它 的 超 完 备 
性 与 非 正 交 性 ,从 而 构成 表象 ,可 以 用 来 表达 算 符 与 其 各 种 经 典 对 
应 的 联系 . 

一 般 而 言 , 一 个 量子 算 符 只 有 在 某 个 表象 中 所 有 的 矩阵 元 都 
知道 了 才能 被 确定 . 可 是 当 一 个 量子 算 符 的 相干 态 平均 值 (对 角 表 
示 ) 知 道 了 ,这 个 算 符 本 身 就 确定 了 ,这 是 一 个 值得 注意 的 性 质 . 本 
节 将 用 Weyl - Winger 对 应 来 证 明之 . 

首先 把 粒子 数 态 的 完备 性 表达 为 与 相干 态 有 关 的 形式 ,由 粒 


TASER |n) = 


1= Y ака! 


n=0 


= $ mar | ET 
= exp(a' i)! 0x(0 | es oan 


于 是 可 把 任 一 算 符 A 表达 为 
A(a! , a) 
= ехр(а' 58.) 0) <= [А || =) 0 | ехр(а 2) 


z=:" =0 


(4.97) 


其 中 应 用 了 未 归 一 化 的 相干 态 ‖| — e=' | 0) 的 定义 ,以 及 z 与 


z' 独立 的 事实 ， S= 0, nA —0, 再 由 真空 投影 算 符 的 正规 


乘积 形式 | 0)(0 |=: e** : 和 正规 乘积 的 性 质 进 一 步 改 写 式 
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(4.9948 


Alat, а) =: exp(a' 58. +a 8. аа), elt (z [А | > 


zz" =0 


(4. 98) 
由 莱 布 尼 芯 公式 可 化 简 式 (4. 98). 
式 (4. 98) 右边 = : е" "«ехр(а' 59)» z( JE lel? x 


ТАТО |. : 


(а d аба Ee[ e 


(ё) [Al 2]| : 


=: e*exy(2 52 e's" > а (= +£) x 


n! 
(z|A|2 "E : 
= sete! Je fale +) 
(z| A| ғ) ы Жы 
+ tm ° x 
=te D aila) eem. exp( 5) 
(z| Alz) етая 
a Ue Bele)" А 
[CNET 5) 1410] š 
= ez s e(rta) Ў) (etatz) x 


ехр(а 2) а [A | >|, : 


magna get ex [a (+a 327) ]x 

ex( 2) | A | z) lies =0 ы 

: ex[4' эт ад]: (z|A| >|, 
(4. 99) 


以 上 计算 表明 ,exp (a' 32-) 的 功能 是 把 1(z，z* ) 中 的 =* 变 为 
a’, exp (4 Ar) fih f (2, OLI 2 P PM е" 一 


e", st (4. 99) 说 明 由 (z|A|z) 可 决定 A 本 身 . 为 了 证 明 其 唯一 性 ， 
用 Weyl - Winger 对 应 来 求证 . 
由 Weyl 对 应 规则 知 A 的 相干 态 平均 


аА [2 = 2 date | Alasa") | ж) Alasa") (4.100) 


将 式 (4.12) 代 入 式 (4. 100) 可 得 
«|А | =) 


[ык аан 


(4.101) 


其 中 一 E ‚ Абаза") = Kp, 4), FÆ Weyl 对 应 式 (4. 9) 
就 变 为 


4а, 9 —ір а+ір 
A = :oxo afe- = | n ]]« o: 
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DH + 
exp[ geat |+ 9 |]. o, 


JE z zz 
ә ә 
=: exp(a’ Sota) 141z| a (4. 102) 


在 最 后 一 步 用 到 了 式 (4. 101). 由 于 Weyl 对 应 是 唯一 的 , 故 当 一 
个 量子 算 符 的 相干 态 平均 值 知道 了 ,这 个 算 符 的 本 身 就 确定 了 . 


4.12 由 Wigner 算 符 的 正规 乘积 高 斯 形式 重 述 量 
子 相 空间 表象 5 


由 TWOP 积分 技术 ,可 以 将 牛顿 - 莱 布 尼 茨 积分 从 以 前 仅 适 用 
于 一 般 函 数 推广 到 适用 于 量子 力学 的 ket- bra 算 符 . 现在 我 们 可 以 
将 坐标 本 征 矢 的 完备 性 关系 表达 为 正规 乘积 内 的 高 斯 积分 形式 
(2. 53) ,而 动量 本 征 矢 的 完备 性 关系 为 正规 乘积 形式 (2.54), 因 此 ， 
由 式 (2. 53) 和 式 (2. 54) 可 以 直接 构造 出 Wigner 算 符 , 即 式 (4. 12). 

在 这 一 节 , 利 用 式 (4. 12) Al IWOP 积分 技术 去 发 展 密度 算 符 
的 量子 相 空 间 描 述 ,这 种 方法 简洁 直接 . 


4.12.1 Wigner 算 符 坐标 表象 的 获得 
由 IWOP 技术 ,可 以 将 式 (4. 12) 改 写 为 


Alq» p) = 1 : е-ч-Ф?-о-ю°® { 
x 


2 2 
ПЕЕ + exp[i(g — Qu iCp — P, — У | 
(4. 103) 
再 由 [Q，P] = i 以 及 Baker - Hausdorff 公式 得 到 


AQ. p) = se expLicg Quti(p— P] 


= J дине» EriP(w2) ыКя-Фи iPOD (4. 104) 
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进一步 ,利用 eU |g) =| a+ G/2 和 | ee = 009 — 
= |4) |, FRG. 104) 就 变 为 


Alq, p) a аке» e Pon | q) (q | e Pom 
= E se ja o \(4—+ | (4. 105) 
这 就 是 Wigner 算 符 的 坐标 表象 形式 . 


4.12.2 Wigner 算 符 相干 态 表 象 的 获得 


Фа = 2 十 这 ,方程 (4. 12) 变 为 
42 
i gie (o , 
: rE + exp[— i |z|? --z(a! —a^)—z* ба-а) |: 


expe (a —a')—z'(a—a)]z Ala’, a) 


(4. 106) 
RA. 106) 的 一 个 可 以 替代 的 积分 形式 是 
1 PE 
Alq, p) = 1 : ete eo , 
q» p Y 
dz t UN 2 t4 (gt . - 
21! eL | z|? + (a + 22a! + (a* — z" )a 
aat +az* — za" —| a |°] : (4. 107) 


利用 10)(01 一 :e” : 及 相干 态 表象 |z) —exp[— | = oa?) 
| 0), 式 (4. 107) 变 为 
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2 . ` 
Aq, p = [14+ 0-16 за (4.108) 


这 就 是 Wigner 算 符 的 相干 态 表象 形式 . Aa’, а), НОР, Q— 
G(a! , а), h(q, p)>gla" , a) ,所 以 Weyl 编 序 式 (4. 9) 变 为 
Gia’, a) = feasta: КУР СОКУ, (4. 109) 
将 式 (4. 106) A SX (4. 109) 并 取 其 相干 态 矩 阵 元 ,得 到 
(— z | Gat, а) | z) = EL (QC z |: е 09 ;| yy 
- 2 [aag a" ade tes" lel? C4, 110) 
x 
由 于 ee" -可 以 被 看 做 一 个 傅 里 叶 变换 核 , 所 以 式 (4. 1100 f 
逆 变 换 为 
. оола | dz t —2(m" а") 
g(a' , a) = 2e [£c «160. a) | re 
(4.111) 
这 是 寻找 算 符 GCa! , a) 的 经 典 对 应 的 一 个 新 公式 . 例如 ,对 于 等 式 
(2. 41) ,en “的 经 典 对 应 g(a， a) 是 


d .` .` 
Bila* sa) = zet f fe, |: exp[(e — Data] :| 2e*9 77? 


А2 20е —1) 2 
= se edi lal] (4.112) 


式 (4. 111) 还 可 以 进一步 被 写 为 c 


2 + . 
glasa) = 2ке" тт баса, at) | z)(— z | ee ==") 
x 
(4.113) 


其 中 ШЕ | 2(—2z| ee =") 就 是 Wigner 算 符 的 相干 态 表 
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象 . 因为 利用 公式 


| £c | z + & + тр" ) -- les(- D). Re(S) < 0 


4. 114) 
可 得 
out | gz [аа |е?) 
= [|ФЕ+ехр[—| z |? + ata — 20") +2" at 2a) + 
2|a|* —a!a]: 
= T :exp[— 26! —a" (a—a)] t 
DAE (4. 115) 
因而 


gla, a`) = 2xTr[GCa, а^) Аба, a` )] (4. 116) 


这 是 求 G 的 经 典 Weyl 对 应 函数 的 公式 ,验证 了 前 面 的 结论 . 作为 
式 (4. 116) 和 式 (4. 108) 的 应 用 ,考虑 


Tr[G,G,] = ото [fonte agi a”) | 
= [dafg (a, a` )gz(a, a" )] (4.117) 
x 
可 见 , 两 个 密度 算 符 的 乘积 的 迹 由 相应 的 Weyl 对 应 函数 的 乘积 
在 相 空间 的 积分 决定 . 当 G =| $8)($ l, G, =| gol Bf, 


TrLG,G,] = Tr[| LIT ll pe iJ 
= (ф ll 2<¢ || p) 
= l (e ll Ф) I? (4.118) 


4 $ = ?是 归 一 化 的 态 矢 量 时 , 即 G, = G, 时 
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Tr[G,G,] = Tr[G?] = 1 (4.119) 
因此 , 根据 式 (4. 117) 可 得 


1 jeta, а) =1 (4. 120) 


4.12.3 得 到 Wigner #4} Weyl 编 序 形式 的 新 方法 


作为 式 (4. 111) 的 应 用 ,看 另 一 个 例子 ,exp(pBa' — В" a) 的 经 典 
对 应 函数 是 


2 NS 
g(a", a) = ges! f fe, | exp(ga! — В" а) | zye = =) 
Me 2e wal ба-а" o р" i 
т 
= exp(fa' — В' a) (4.121) 
这 意味 着 


exp(fa! — f^ a) = oftast" ‚ adexp(fa’ — В" a) 
(4. 122) 


所 以 A(x"，o) 必 是 某 种 编 序 好 了 (不 同 于 方程 (4. 12) ik E: 标 
志 , 即 Weyl 编 序 ) 的 8 函数 形式 


Аба", a) = ja а" )8(а —2; (4. 123) 


这 就 是 Wigner Ж ff ÉJ Weyl 编 序 形式 . Ik, BER (4. 122) 和 式 
(4. 123) ,有 


exp(a' — B` a) = 'exp(ga! — B" a). (4. 124) 


oftast", a) gla", a) = Gla’, a) 


А : 2 
= IE —a' ya — a) ize" | Éz 
1 : x 

(= z | Glat, a) | dere"? 


= zf Ez z | G | zyexp[2(ata + 


az* —za')] (4.125) 


这 是 将 任意 算 符 G 化 为 Weyl 编 序 形式 的 公式 . 将 式 (4. 123) 写 成 
P, QER, E 
A(qs p) = 1809 — Qa(p — P). 


x such" expLi(q —Qu-i(p—P)] (4.126) 


所 以 
FCP, Ф = [арава Фар РУС, ф = L FP, 9 
(4. 127) 
这 就 是 求 算 符 Weyl 编 序 形式 的 公式 . 


4.13 ”原子 相干 态 的 Wigner BRO 


4.13.1 原子 相干 态 的 介绍 


从 光子 相干 态 概 念 人 们 自然 会 想到 原子 相干 态 ( 也 称 为 自 旋 
ATA) ,或 从 玻 色 子 相干 态 想到 原子 相干 态 , 它 已 经 被 成 功 应 用 
到 物理 学 的 各 个 领域 . 自 旋 算 符 满足 


[J+, J-] = 2J.. Je, J.] =+ J. (4.128) 
仿照 玻 色 子 相 干 态 ,人 们 构造 了 原子 相干 态 , 又 称 自 旋 相 干 态 ( 自 
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旋 值 为 站 
| т) = expl +> ш" J- |G, — j> 


= (141 z |?) %e% |, —5) (4.129) 
4 与 + 的 关系 是 
„= fer, r=e tan £ (4.130) 


在 7 值 的 自 旋 态 |7, m) 张 成 的 子 空间 中 ,可 以 证 明 


[%@ oe -È | js т), m |= 1, dO = sinfdódg 
(4.131) 
原子 相干 态 是 不 正 交 的 ,其 内 积 为 


(т | o0 = Arra e P 0 z 23: 
(4. 132) 


利用 对 易 关 系 式 (4. 128) ,可 证 |r》 满 足 的 本 征 方程 为 


(J-+2J+) |t) = 2jr | т) 
(J-+7.) |) = je | > 
GJ,—J.) | т) = jl] > (4.133) 


引入 态 15) 来 研究 15) 的 性 质 , 以 便 建立 一 个 与 原子 相干 态 相关 的 
波 函 数 方程 .利用 角 动 量 的 Schwinger KEFKA 


J.= a'b, J-= b'a, J. = Aata bb) 4.130 


相应 的 态 |7，m 表 示 为 
a nm) groom 


м т) 10 —m)! 


| j; m) | 00) =| j +m) Q| j— m) 
(4. 135) 
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在 双 模 Fock 空间 , |+) RRA 
| т) = exp(yJ.—p" J-) | 0) @| 25) 


1 tO tp Бү” 
= b'cos 2 +ate*sin £) | 00> 
ny ( cos 了 十 ae "sin 2) | 
2j (2j)! if "T | 
гү —U 2 _ 
тая H F > leone 07712-0 Әр 


(4. 136) 


这 是 一 种 Schmidt 分 解 形式 . 在 双 模 Fock 空间 存在 着 一 个 扩展 了 
的 完备 性 : 


dn 1 3 
yetn 2 19612 1,520, 1, 1, 4, 


(4. 137) 
利用 TWOP 技术 可 以 证 明 式 (4. 137) 


2x 3; 
[8 da | otc] = = gi; J, sine, dg: (Ecos G+ a’e*sin 2) | х 


(bcos + ae*sin £) exp ata — Б) : 
m! П, j Tm M 
= 27+1 Ор! : (ata - b'b) expC— ata — btb) : 

(4. 138) 
代入 到 式 (4. 137) 求 和 即 得 证 . 
4.13.2 原子 相干 态 与 纠缠 态 的 内 积 


用 双 变 数 厄 米 多 项 式 得 母 函 数 公式 ,可 将 未 归 一 化 的 纠缠 态 


(£ |= (00 | exp(— ab + af + bç" ) (4. 139) 
展开 为 
a™b" 
l= i 4, mint н. £O (4. 140) 
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所 以 
1 


(| m, п) = eimi 


H,.G £2 (4.141) 


由 式 (4. 136) n] W, 
VODI S I Bua 67) 
a+r 2 1103—01 


但 我 们 并 不 满足 于 这 个 形式 ,而 是 希望 能 够 进一步 将 其 化 简 . 为 此 
利用 双 变 数 厄 米 多 项 式 的 积分 表达 式 (2. 93), 可 把 式 (4.142) 改 
写 为 


(gl (4. 142) 


4 (25)! d d'z (rz * ) iz! 
) = De 
Ele) теру С О" | Sal 
кыш +o&—f"2") 


e [o We a 
(1 十 | | VODI 
exp(—| z |? +&—f"2") 


(4. 143) 
为 了 积分 式 (4. 143) , 令 
ж тх" = (1—| r |?) 
z—z iz, z` = Z" ++" Z (4.144) 
从 а ТНТУ 
ах = (1—| с Pdz (4.145) 


BS s= grt ,对 式 (4.143) 积 分 ,得 到 


ЧЕ L аа p-e)” 
aH PY JO s 
op te) а та аа) 
(4. 146) 
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再 利用 积分 公式 


2 
[ъа [212+ fe +в" е тр") 


1 —A&pt&g df 
aub M —Afg ] (4. 147) 
得 到 
sele 
е 11105 (.9y г-н rls" >r s s 
Q-H c P VE Cas) е а= ] 
(4. 148) 
注意 到 单 变数 厄 米 多 项 式 具有 微 商 形式 (2. 18) ,并 令 
Ус Be oi з* 
т.р. tet (4. 149) 
则 式 (4. 148) fj SH 
М rH; Q) rs 
q€12 еру ZG5T к а: 
1+1 |2 s y 
(TTE Ac) ле (4.150) 


注意 到 s 一 上 一 rz" t, FË 
G' +70)/(2y¥z) = X (4.151) 


故 式 (4.150) 中 的 指数 函数 的 [ ””] 中 的 值 恰 为 零 ,所 以 我 们 得 到 
了 一 个 较为 简洁 的 表达 式 


j DT: 
“I =e le 
£ = ae» aer ae 


式 (4. 152) ИРНЕН ТИТ) а Ж 


| (4.152) 
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象 下 的 波 函 数 是 一 个 阶 为 27 的 单 变数 厄 米 多 项 式 , 这 是 一 个 易 记 
忆 也 较 优 美的 结果 . 式 (4. 152) 也 可 以 被 称 为 在 Schwinger 玻 色 实 
现下 原子 相干 态 的 一 个 广义 的 Bargmann 表示 . 


4.13.3 原子 相干 态 的 Wigner 函数 


作为 式 (4. 152) 的 应 用 之 一 ,下 面 求 原子 相干 态 的 Wigner iR 
数 . 利用 Wigner 算 符 的 纠缠 态 表 示 式 : 


2 
Ala) ACA) = [= ll y —O-r || exp(og* — fp") = ДСУ, р) 
(4. 153) 


Уу=а+8°,о=а—@,8 =! 


th, р = | p. 以 下 求 
(r| ACY, plo 
= el [ Sl r- pott еро to 1o 


adi Аар [= р юр) 
= y ae 
QT D' ++ 0) 
1 2с A 
[у= 1 + y+gl | 
2 


exp( et" te) 


(4. 154) 


进行 积分 变数 变换 C+ C= ыч, Жж (= 


т. 


KE E. еты, 以 及 用 


[s c 
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н.(2)= (S) ера — 5 m (4. 155) 


可 把 式 (4. 154) 改 写 为 


H П 242j 
AMAI e ID? ue (d AG, ру | o 
| c l8 p 


- es E) feet сео 
abc 
mE = ксы) 
(Енг ] (4. 156) 
式 中 的 积分 为 
[аот HED iy 
е1" 


(ie oe] 


ep Гелер _ vee" |) 
1 一 |r|: 1—I +! 


Sn ac +e EH rur d jotta" £) lel] 


EI 


(4. 157) 
其 中 
—-2|clg—g' A rl =Уг(т°р' — p) 
el ese (4.158) 


ETI og 
ERA. 157) 4A BIR (4. 156) ,并 用 双 变 数 厄 米 多 项 式 的 微 商 表 
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达 式 ,可 得 Wigner 函数 为 


<r | ACs р) | > 


E ES шиш ( 9. A9 (1.9 AS 
-Re Е (8;) (ay) x 


_1+irl?,, 1 y is m 
exp[ [ET +H onem СА 
1 


= etal? Hs САС" БУ), АФ Y21 


r= 


x (02D! 
=l el? [== +p" ‚ зд" =Ë] 
031° На, а = UE 
(4. 159) 
式 中 
p= 22,3 = Lela y= ty +y (4. 160) 


可 见 在 玻 色 表示 下 的 原子 相干 态 的 Wigner 函数 是 一 个 双 变 数 厄 
米 多 项 式 ,其 阶 数 为 27. 


4.13.4 原子 相干 态 的 Wigner 函数 的 边缘 分 布 
这 里 要 用 到 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 ,读者 可 先 参 考 第 7 章 的 
有 关 知 识 ,根据 式 (7. 45) ,可 得 


Jewo, p = x Eley о 1, 
(4.161) 


Jewo, o 2 x? les lo F. 


_ Ж " G^ +78) 
Bv 十 8B"，po 一 X= 
at+B’,p=a—B PT3 


以 及 式 (4. 150) 和 式 
(4. 161) ,得 到 
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Jewo, 0) = zGj у] tee dy р 1]Xx 
` Q" tey rto +y —p 
ШИРЕ p p, a Г 2] 
^ + 2 
= rep] y ID | CG, DH; ew | 
(4. 162) 
Xm 
Cr, р — — (4.163) 
a r |) VQ! 
类 似 又 可 得 


2 


Гето, p = expl o1 


mv 
Clr, DH, | 二 2 一 人 
=з | 


(4, 164) 


可 见 在 Schwinger 玻 色 表 示 下 的 原子 相干 态 的 Wigner 函数 的 边 
缘分 布 分 别 是 y 空间 与 o 空间 中 的 单 模 2; 阶 厄 米 多 项 式 . 式 
(4. 162) 与 式 (4. 164) 也 可 看 作 是 新 的 积分 公式 . 

又 从 原子 相干 态 的 内 积 


w lo = tr Dit | YI)’ 
(4.165) 
以 及 纠缠 态 15) 的 完备 性 关系 和 式 (4.152) ,可 以 导出 
(т'|т› 
2 
= [6 |р 
x 
B ras: Et er [€ +6 E teg 
ga ane p zz JP aw 
(4. 166) 
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对 照 式 (4. 165) 可 见 
Ob uns [E dl g | 
J xe aye ND as 
-(QpDIO-c DG D? (4. 167) 
可 以 从 式 (4.167) 看 出 原子 相干 态 的 广义 Bargmann 空间 中 的 基 
函数 的 正 交 关 系 . 特别 当 在 式 (4. 167) 中 取 г 二 + 时 ,有 
ae dgy (ae | he 
api eme] "id |н, ae aii 
(4. 168) 


4.14 拉 曼 相干 效应 中 的 原子 相干 态 


拉 曼 相干 效应 , 即 发 生 在 拉 曼 活性 介质 之 间 的 单 色光 会 在 光 
学 振动 模式 和 辐射 场 模式 之 间 引 起 参数 耦合 , 即 所 谓 的 斯 托 克 斯 
效应 . (在 布 里 渊 散射 的 情况 下 ,有 一 个 类 似 的 耦合 ,只 是 振动 发 生 
在 声音 ,而 不 是 光 的 频率 . ) 设 描述 拉 曼 相干 效应 的 哈密 顿 量 近 
似 为 
H = aya'a + anb'b— ià (a'b — ab!) (4. 169) 
它 是 两 个 耦合 谐振 子 的 模式 . 
利用 at | n) = Vn 十 了 | n 十 1),a|n)= 二 Vn | п 1) AR 
(4. 136) RRS HT S E E S BE 19 71 PR 
H|1r)=E|r) (4.170) 
即 
H | v) 


e 
тая EE 95 4 b 11(2j 一 


Т [oi (2j — D + wl] X 
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(25! 
2 x 
122-0910 тет 5 ay Q—DIGj-i* Dl 
| ЕРА ; 1 
x 2—1 о: — DRITTE 
(2j—-I-D24^"*|2; 1-D6GlI D+ су Х 
2j-1 qH 
(27)! 24 š 
———T N o om sP l (21x 2j; -01—1 1+1 
NTI i DE pag ЛӘ 
(4.171) 


在 式 (4. 17) HAWS 13191,8888] 


CDI pyu т. 7 
HID = axis naj-pi" (la Gi- De 
aGj-D T + idel | 2; — D OID 
OD pa TIT 
атту 22/05 TM [e(o ity 
| 1 ' 
[n-m +ia(e +=) у-ро 
T 1 GL us 
2(w. itj etap 2) пој 201° 
[о ә) +ia(e +t) 2-0 @lY (4. 172) 
т 
当 满 足 条 件 


iat? + rw, — а) + = 0 


Sya (oz — an) + (аз — an)? + 42 


(4. 173) 
3X. 136) FAY | ) 就 是 H 的 本 征 态 
Е= 2( -i2 Ji = а-о) + Gs a) FR] 


(4. 174) 
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所 以 H 的 本 征 态 和 自 旋 值 7 相 联系 ,特别 地 , 当 w 一 = o Bf, 
给 出 т T Е, = 2j(o 3:0. 具体 来 看 几 个 例子 . 


Mj- + 时 , 式 (4.136) 给 出 


| e = ar mel DG 0) +1 0) I1» 
(4.175) 
an = wz 时 就 推出 
li jan = = — (Fil 1) @] 0) +10) @| 1») (4.176) 
YR H | i) jan = ee i| 1, 0 十 | 0, D) 是 可 以 验证 的 . 
当 j = 1 时 ,得 到 


=— 1 г 
ka eT A п@-р+ 12—910 


—— | 2) @| 0) Hl 1) @1+1 0) @| 25) 
(4.177) 


= r= ta |? 


an = аз 时 就 推出 


li ici 2) @| 0) FivZ | 1) @| 1) +I 0) @| 25) 
(4.178) 


j = 3/2 则 给 出 
| eius = DEG | 3) 910 +438 | 2) @| + 


ABl 1) @| 2 0 @| 3») (4.179) 
ол — wz 时 就 推出 
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rer = patti 13) @10) 一 V3 | 2) @| DF 
iV3 | 1) @| 2) +1 0) @| 3>) (4.180) 
如 果 = 2, 得 到 


1 4! " 
Is = qa упа 0114-0 810 


= 1 А 3 
WHT ales 10 Bl +24 | 3) @l D+ 
46: | 2) 四 | 2) + 20.11) @| 3) +| 0) @| 4) 
(4. 181) 
ол = wz 时 就 推出 


|n = id 4) @| 0) +2: | 3) @| D—/6$1 2 GI 2 + 
2; | 1) @| 3) +1 0) @| 45) (4.182) 


可 见 五 的 本 征 态 是 可 以 用 Fock 态 表达 出 的 . 
在 原子 相干 态 表象 , H 是 对 角 化 的 ,那么 就 可 以 利用 它 的 能 
量 本 征 态 来 直接 计算 它 的 配 分 函数 了 , 即 


2.00 = Tr Ce?) = У) ,(z+| e? |т,), 


2j-0 


_ my l eet: 
= De "i = er mri 183 
Al 
= my 5 P EE 
Z(p) = Tr(e™) = à le? |), = ат 
(4, 184) 
其 中 
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A=% tan + Vlan ав) + 422 
2 


ал tan — V Con — о) + 42 


2 


B 


WEH | r+) = 2Aj | +), H | cO —2Bj | c. 
那么 总 的 分 区 函数 为 


1 1 


Z® = 2002-0 = se = 


系统 的 能 量 为 


ә 
=— 9]nZ 
СН). =— Sdn Z(G) 


2а e 1 +n = 1] 


(4. 185) 


(4. 186) 


(4.187) 


(4.188) 


4.15 建立 以 哈密 顿 量 本 征 态 的 Wigner 函数 为 本 


征 函数 的 方程 "” 


根据 Weyl 对 应 公式 (4. 7), 求 得 算 符 A(p,，g,)A(p,，9,) 的 


经 典 Weyl 对 应 函数 是 


2rTrLA(z， а, ACD,» a, АФ, q)] 


= Leni 2iLp, (q, — Ф + p, (q —q,) + (a, 


BRL AC, » q AC), 9,000 Weyl 编 序 形式 即 为 


q,)J) 


(4. 189) 
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ACP,» 9, AC,» q,) 


= рд, Фехр(— 216, (q, — Ф + p,(q—4,) + p(q, —а21) 


= L'exp(— zip, (q, — Q) + p,(Q—q,) + PG, — 422); 


m: 


(4. 190) 
对 于 算 符 正和 G, 记 它们 的 Weyl 编 序 形式 分 别 是 
=F, (4.191) 
那么 FG 的 Weyl 对 应 就 可 以 求 得 为 
FG = L [lap da, dp, da, F, » ав,» а) 


exp(2i[q, (р, — P) + p,(Q—q,) +4,P — Qp,]}. 
= E dp, dq, dp, dq, e^, Prts, 0 PO, VA x 


f(P+ BS, Q— $8, Jac, а). 


z 2 ар, аа, dp, dg, e*t, 4, P, Q-a, >+, P- 1A x 
T 


(Р E LEM , Q+ БЕЙ Jee, +4). 
Е Гар,аа, во — 4,080, — Р) х 
f(P 8... Q+ ËS, )aco, a): 
= ‘(Р 38, о+%5,) а, Q. (4. 192) 
id FG 的 经 典 Weyl 对 应 函数 为 fg Д] 
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ужа (0 Fd +15), Ф (1193) 


考虑 特殊 情况 , 即 当 下 = H НЕМЕ Ш), С 一 | YY, |, 
| 更 ,是 HATER, H | V.) = E, | VO ie [VO С, | 的 经 典 对 
Б PAB y~ ТС) (gl Л) = (gl Ag S BAY, GP, | > 9C Wigner 
函数 ) , 则 由 方程 (4. 192) 就 有 


H | YY, | 
= E, | Vw, | 


1 : 

= A аа, ap, da, dp, aco, + а, ах 
exp(—2iLp, (q, — Q) + р,00— 4) + PG, — 4,21): 

= е.[адаррс, AC. ф (4. 194) 


W H | v.) GF, | MARR Weyl Xt Ai RRO hoe ps W| H R (4. 193) A 
式 (4. 194) 8.3] 


i 


hky = Es =h(p- FS. а+#б,)рор, o 4.19) 


这 样 就 建立 了 一 个 以 哈密 顿 量 本 征 态 的 Wigner 函数 为 本 征 函 数 
的 方程 . 举 个 例子 , 当 HH 是 谐振 子 哈密 顿 量 时 ,其 经 典 对 应 А 


Fp +a?) ,那么 由 方程 (4. 195) 就 有 


[lat BS) + (»— 53.) Juco, o = 2800, Ф 
(4. 196) 


而 我 们 已 知 谐振 子 的 本 征 态 为 粒子 数 态 , 其 Wigner 函数 为 拉 盖 尔 
多 项 式 . 
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第 5 章 数学 统计 正 态 分 布 和 
密度 矩阵 的 正规 排序 
形式 的 对 应 


量子 力学 中 态 的 描述 是 基于 几率 的 假定 ,而 数学 上 的 随机 现 
象 也 具有 概率 统计 的 特性 ,于 是 这 促使 我 们 寻找 这 样 一 种 理论 ,该 
理论 能 够 把 概率 统计 学 与 量子 力学 相 空间 准 几率 分 布 函数 联系 起 
来 ,这 就 是 本 章 的 目的 . 

有 序 算 符 内 的 积分 技术 可 以 用 来 研究 许多 纯 态 的 完备 关系 ， 
例如 坐标 本 征 态 ,动量 本 征 态 和 相干 态 , 研 究 发 现 其 完备 关系 都 可 
化 成 在 正规 乘积 内 的 高 斯 积分 形式 ,基于 以 上 思想 ,借助 有 序 算 符 
内 的 积分 技术 (IWOP 技术 ) 和 相似 变换 下 Weyl 编 序 的 序 不 变性 ， 
讨论 单 模压 缩 -平移 的 混沌 光 场 的 密度 算 符 ,发 现 其 正规 乘积 形式 
正好 与 统计 学 中 的 二 维 正 态 分 布 形式 相对 应 ,这 就 有 利于 讨论 其 
边缘 分 布 和 计算 力学 量 的 方差 ,并 给 出 其 合理 的 物理 解释 . 本 章 还 
将 给 出 广义 Wigner 算 符 和 具有 纠缠 性 质 的 两 模 混 态 的 密度 矩阵 ， 
把 它们 纳入 正规 乘积 内 的 二 维 正 态 分 布 形式 的 算 符 ,并 且 分 析 其 
边缘 分 布 和 方差 . 通过 这 种 方法 ,可 以 把 量子 统计 中 的 密度 算 符 理 
论 与 数理 统计 学 联系 起 来 ,这 是 丰富 和 发 展 量子 相 空间 分 布 函 数 
理论 的 一 个 新 思路 . 


5.1 量子 统计 中 的 相 空间 分 布 函 数 


在 经 典 统计 力学 中 ,粒子 的 运动 常用 相 空 间 的 分 布 函数 f. Са, 
DP) RB. 相应 于 粒子 运动 的 任 一 力学 量 函 数 A.(q, p) 的 平均 值 
可 以 通过 下 式 进行 计算 
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(Ae = |" dal dpAs Df p), D 


其 中 下 标 字母 C 代表 经 典 情形 . 然而 ,在 量子 力学 中 微观 粒子 的 运 
动 状 态 是 用 波 函 数 或 密度 算 符 来 刻画 的 . 建立 量子 相 空 间 分 布 函 
数理 论 的 目的 就 在 于 试图 构造 一 个 类 似 于 经 典 分 布 函数 fc Са, p) 
的 量子 分 布 函数 fq, р) ,使 得 量子 平均 值 的 计算 由 式 (5. 1) 变 成 


(A) = СА, p) Ad, 221. 
= [a| араса, f» р), (5.2) 
而 又 不 违反 关于 坐标 和 动量 之 间 的 测 不 准 关系 . 对 于 同一 密度 
算 符 其 量子 相 空 间 中 的 分 布 函数 不 是 唯一 的 , 它 与 经 典 函 数 如 
何 量子 化 的 规则 密切 相关 ,或 者 说 每 一 种 对 应 规则 伴随 一 种 分 
布 函 数 ,这 是 由 于 每 一 种 量子 化 的 对 应 规则 是 通过 以 下 变换 来 
完成 的 ， 


FP, Q = Гараад, ca. р) 64, p) (5. 3) 
其 积分 核 A,(q，p) 是 一 个 算 符 , 它 必须 是 完备 的 ， 
Гараад, са, DES (5. 4) 


所 以 不 同 的 量子 对 应 也 可 看 作 是 算 符 下 (P，Q) 在 不 同 的 完备 基 
A,(q, 力 ) 上 的 展开 . 对 于 同一 个 1y) 态 ,不 同 的 A, (q, р) Ж] ЛУ ЖН] 
的 分 布 函数 (y|As(g, р) 14) =Е, (gq, p). 
Cohen!) $$ BUN F, (q, pp) 的 一 般 形式 是 
MER NC a Su ERR, 
FG. D = +] daf af da’ (a +£ | pi -2)x 
g(a, B'exp[ia(q' — q) — Bp] (5.5) 
我 们 可 以 从 式 (5. 5) 抽 象 出 一 个 算 符 
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aes = Bala coil Bd 
expLia(q’ — q) — if (а, B) (5.6) 


再 利用 Q | P= + 4ç Cal lla’) (9 |= 8697 一 Q)， 就 得 到 


AG р) = 21:9 dpexpC— ia(q — Q) — iC p — P) gas D 
(5.7) 


另外 ,就 分 布 函数 F,(q,p) 本 身 而 言 ,还 有 一 个 不 符合 几率 
分 布 的 性 质 , 即 非 正 定性 . 这 就 使 人 们 在 对 其 解释 上 ,只 能 看 作 是 
一 种 准 概率 分 布 函数 (quasi-distribution function). 进一步 分 析 可 
以 发 现 ,这 种 准 几率 行为 与 量子 场 的 非 经 典 性 有 关 . 


5.2 概率 统计 中 有 关 正 态 分 布 知识 的 回顾 


在 众多 的 相 空 间 分 布 中 ,密度 矩阵 的 Wigner 函数 是 使 用 最 为 
广泛 的 一 种 ,这 是 因为 它 的 两 个 边缘 分 布 分 别 导 致 了 在 坐标 空间 
和 动量 空间 中 的 测量 概率 . Wigner 函数 的 这 些 性 质 与 概率 统计 中 
的 正 态 分 布 的 性 质 极其 相似 . 在 本 节 中 ,我 们 将 借助 有 序 算 符 内 的 
积分 技术 (IWOP 技术 ) ,探讨 广义 Wigner 算 符 和 pq 相 空 间 中 
二 维 正 态 分 布 . 


5.2.1 ERMA 


无 论 在 理论 研究 还 是 在 实际 应 用 中 , 正 态 分 布 是 概率 论 中 最 
重要 的 一 种 分 布 , 它 的 变数 (例如 动量 ) 可 以 跑 遍 负 无穷 至 正 无 穷 ， 
大 量 随 机 变量 ,例如 :各 种 测量 的 误差 ,人 体 的 身高 .体重 .农作物 
的 收获 量 ,产品 的 尺寸 .直径 \ 长 度 、 宽 度 、 高 度 等 都 近似 地 服从 正 
态 分 布 .另外 ,由 于 正 态 分 布 具有 许多 良好 的 性 质 , 所 以 许多 其 他 
分 布 都 用 正 态 分 布 来 近似 表示 . 
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以 下 分 别 给 出 概率 统计 中 关于 正 态 分 布 .二 维 连 续 型 随机 变 
量 和 二 维 正 态 分 布 的 定义 . 

1) 正 态 分 布 

如 果 连 续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 


4 
Fa) = sss оо < x <+ оо) (5. 8) 


TI 


RP a. o WER, A o> 0, WE X 服从 参数 为 wp、c 的 正 态 分 布 . 
2) 二 维 连续 型 随机 变量 
设 二 维 随机 变量 (X, Y) 的 联合 分 布 函数 为 F(x, у), ШЛ 
在 非 负 函数 f(x, y) ,使 得 对 于 任意 实数 z, yA 


Ра, у) = f [foe duds (5.9) 


则 称 (X, Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 , 称 函 数 f(z, у) OX. YH 
(联合 ) 概 率 密度 或 (联合 ) 分 布 密度 . 
按 定义 ,概率 密度 具有 以 下 性 质 : 


QD flz, у) 2:0. (5. 10) 
cay [f y)dudy = 1. (5. 11) 
(3) 如 果 fla, WEA (z, у), WA 

Ə°F(z, у) _ 

в = f€, >. (5.12) 


(4) # D Jë хОу 平面 上 的 一 个 平面 区 域 ,二 维 随机 变量 (X， 
YEE DANA 


P((z, y) € D) = [[ ze, y)dzdy. (5.13) 
5 


3) 二 维 正 态 分 布 
如 果 二 维 随机 变量 (X, 了 ) 的 概率 密度 为 
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a [e eH) отво) 
1 28— + 


2 «t 
2no1 02/1 — e 


т 
eii 4 


fa у) = 
(5. 14) 


XP pas ш, а, ors p S BE о 2 0, о 220, -1<р<1, 
则 称 ( 和 X,Y) 服 从 参数 为 y， prs ors 0: p 的 二 维 正 态 分 布 . 


5.2.2 边缘 分 布 


二 维 随机 变量 (X,Y) 作 为 一 个 整体 ,具有 联合 分 布 函数 F(x， 
DM X, Y 又 都 是 一 维 随机 变量 ,自然 都 有 各 自 的 分 布 函 数 ,分 
别 记 为 Fx(z)，Fy(y) ,依次 称 它们 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 关于 
X AY 的 边缘 分 布 函数 . 

这 里 只 介绍 二 维 连续 型 随机 变量 的 边缘 分 布 . 

BUX, 了 Y) 为 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 fC, y), X 
的 边缘 分 布 函数 为 


Буба) = F(z, +00) = [三 row эу аи, (6.15) 
从 而 知 X 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 且 其 概率 密度 为 

Faa) = | рсе эд, 6.16) 
同样 ,Y 也 是 一 个 连续 型 随机 变量 , 且 其 概率 密度 为 

fel) = [7 fe, йш. (5.17) 


并 分 别称 fx OM fy (CX, VAF X 和 关于 了 的 边缘 概率 
密度 或 边缘 分 布 密度 . 
在 fx(z) 和 fy(y) 的 连续 点 处 ,有 


da) = fx(x) 
T 


EO AQ (5.18) 
y 
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当 对 于 一 切 z、y, 有 

fi, у) = fx fr), (5.19) 
则 称 随机 变量 X 和 Y 是 相互 独立 的 . 
5.2.3 数学 期 望 和 方差 


1 
V2ro 


E 
e ww , ДХ 


В ХМ, P) ,其 分 布 密度 为 fa) = 
的 数学 期 望 为 


E(X) = [алада = 
(5. 20) 


随机 变量 的 数学 期 望 值 反映 了 随机 变量 的 平均 值 大 小 , 它 是 随机 
变量 的 重要 数字 特征 . 在 许多 实际 问题 中 ,不 但 要 知道 随机 变量 的 
数学 期 望 , 还 要 知道 随机 变量 取 值 的 波动 程度 , 即 它 所 取 的 值 与 它 
的 数学 期 望 的 偏离 程度 . 研究 随机 变量 与 平均 值 的 偏离 程度 是 十 
分 必要 的 ,通常 用 方差 来 度量 随机 变量 与 其 数学 期 望 的 偏离 程度 ， 
其 定义 如 下 : 

设 X 是 一 随机 变量 ,如 果 E[ X — ECO Y 存在 , 则 称 ELX 一 
EGO) 为 X 的 方差 , 记 为 D(X) 或 var(X) , ВП 


D(X) = E[X — E(X). (5. 21) 


下 面 介绍 二 维 连续 型 随机 变量 的 方差 . 

设 已 给 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) ,如 果 方 差 DCX), DY) 
存在 , 则 称 (D(X)，D(Y)) 为 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y 了) 的 方 
35H 


D(x) = [ре EOD? fx code 
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too (hoo 
= UI: Foor sce, ydrdy, (5.22) 


рор = [Tiy -EVF «God» 


"ree роо 
= [f -Eorre. y)dzdy. (5.23) 


5.2.4 协 方差 与 相关 系数 


二 维 随机 变量 (X, Y) 的 数学 期 望 (E(X), ECY)) 和 方差 
(D(X), D(CY)) 只 反映 了 两 个 分 量 各 自 的 性 质 ,但 对 二 维 随机 变 
量 , 除 了 关心 X,Y 各自 的 情况 外 ,还 希望 知道 它们 之 间 的 联系 ， 
这 仅 靠 数学 期 望 和 方差 是 办 不 到 的 ,于 是 引入 了 协 方差 ,其 定义 
ШЕ: 

WX, Y) 为 二 维 随机 变量 , 若 E{[z 一 EC(X)][y 一 E(Y)]} 存 
在 , 则 称 它 为 随机 变量 X 5 Y 的 协 方差 , 记 为 cov(X，Y) 或 


oxy » Bl 
cov(X, Y) = E((z — ЕХ) ][y— EQ]! (5. 24) 
而 当 DOO, DOOXTAM, 


cov(X, Y) 
/DCX) /D(Y) 


称 为 随机 变量 X SY 的 相关 系数 或 标准 协 方差 . 


(5. 25) 


px = 


5.3 广义 Wigner 算 符 及 其 正规 乘积 编 序 形式 


Hi Cohen 给 出 的 广义 相 空 间 分 布 函数 的 定义 为 式 (5. 5) ,其 中 
34 gla, В) = 1, 就 给 出 一 般 的 Wigner 算 符 和 Wigner 函数 . 

Weyl 对 应 规则 是 将 经 典 相 空间 中 的 函数 ACD, gq) 量 子 化 为 
HRHP, Q) 的 一 种 方案 , 即 式 (4.9) ,积分 核 A(q,p) 是 单 模 
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Wigner 算 符 , 在 第 4 章 已 经 给 出 过 详细 的 讨论 . 反 变 换 为 式 
(4.7). 
对 一 般 的 g(a, B ,可 以 得 到 广义 Wigner 算 符 的 表达 式 


1 че n - 
AG P) = uis | dudyexpli(q — Qu +i(p— P)v)g(u, v) 
(5.26) 


广义 Weyl 对 应 为 
не, Ф = [[ dpd cp Dap (5.27) 


当 我 们 取 


glu, у) 
= [40 +) — оё a — 
一 olazexp| + G + v 2 Gol +ув Tuy010; |, (z < 1) 
(5.28) 


利用 TWOP 技术 可 以 算出 Ala pp) 的 正规 乘积 形式 


AG = ff E : exp|ita Qu iCo — Р)» 
учей +20) — 0,02 : 
is я К 
= 2 [[ aud» : exp{— io »r(*)+ 


iq—Q, »-P() : 


0102 1 q—Q | 
: EX , PT 
2xVdetT ep| саек p) ‘ 


(5. 29) 
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其 中 
了 
of 1710 à ofll—r) (1—т)ав; 
T- aj ris 
mio — 02 =r 1 
(I—r)ao oi(l—r) 


det T = otoi(1— r°) 


(5. 30) 
所 以 式 (5. 29) 可 以 写成 
Z 1 . m 1 (gqg—Q) _ 
Aq, p) = AS ` exp tal of 
1% pa can 2 
2, &-QX— P) , Ce P) | (5.31) 
0102 ГА 


将 式 (5. 31) 535 (5. 14) 作 对 比 ,发 现 其 形式 与 概率 统计 中 的 二 维 
正 态 分 布 非常 相似 ,因此 可 以 说 ,As(g, p) 应 该 是 一 类 相 空 间 正规 
乘积 形式 的 二 维 正 态 分 布 算 符 . 

现在 定义 


ЖЕ 1 1 T 
A=1—r,o, Р Д (5. 32) 
则 式 (5. 31) 化 为 
Д.69, P) = Cn VAD + exp[— gc Cos (a — Q* — 


2o, (q — Qo Р +0,(p— PY] : 
(5. 33) 


这 就 是 正规 乘积 形式 的 广义 Wigner 算 符 , 它 对 应 于 相 空间 的 某 种 
二 维 正 态 分 布 算 符 . 注意 :这 里 要 求 
1—2? 


E = A >0 (5. 34) 


(oaz) — (nio; 
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式 (5. 34) 是 广义 Wigner 算 符 д, (9, p) 具 有 二 维 正 态 分 布 性 质 的 
充分 必要 条 件 , 注 意 由 于 了 是 一 个 对 称 矩 阵 , 因此 能 分 解 成 了 二 


AA, A 为 一 个 2X2 的 矩阵 


An el 
A= (5. 35) 
bs А» 


所 以 有 


A(q, b; ау, oz» T) 


= 1 1 _ bec 
xaxa L[«-Q. p= Pau Мич] 


(5. 36) 
212710 
42 š 
如 果 4 = 1 ， 则 式 (5. 36) 正 好 又 回 到 了 一 般 的 Wigner 
0 pe 
42 
算 符 
1 q-Q))\, 
aq. p = T: exp| СЕ P(e) 


(5. 37) 


也 就 是 说 ,在 相 空 间 中 的 变换 (9 一 Q, p — P) (4—Q. p—P)A™ 
使 得 一 般 的 Wigner 算 符 变 为 二 维 正 态 分 布 的 广义 Wigner 算 符 . 


5.4 广义 Wigner 算 符 的 边缘 分 布 


所 谓 的 边缘 分 布 定义 如 下 : 设 有 二 维 随机 变量 (X, YO ,作为 (X， 
了 Y) 的 分 量 X、Y, 被 单独 考虑 其 中 一 个 时 ,相当 于 另 一 个 可 任意 取 
值 ,把 这 样 得 到 的 随机 变量 X sü Y 的 分 布 称 为 (X,Y) 的 边缘 分 布 . 

利用 式 (5. 33) 和 IWOP 技术 ,对 广义 Wigner 算 符 在 整个 相 
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空间 求 积 分 


zi. A, (qs. p)dpdg 


1 
dbdg : = 一 Q): 一 
enl рда ex 2 [e,(q — Q) 


204, (q — Q) (p — P) аР?) 


= (кау) a =1 (5.38) 
0,0, BEA , 


因此 ,可 以 看 出 Ax(9,，z) 在 相 空 间 中 是 完备 的 ,这 与 一 般 Wigner 
算 符 满足 完备 性 的 性 质 一 样 . 类 比 于 概率 统计 中 二 维 正 态 分 布 的 
期 望 值 和 方差 的 计算 ,借助 TWOP 技术 ,可 以 进一步 计算 动量 和 坐 
标的 期 望 值 ,其 结果 如 下 : 


2 

上 一 dp peu =: P := P (5.39) 
2x0; 

L [ae :ac F 1=1Q1=Q (5. 40) 
2xoi 

方差 为 

L fap: Ga P = d (5.41) 
2roz 
1 ro 

dg: (q—Q'e := dt (5.42) 
s ыш шш косуы. 


再 计算 其 协 方差 ,可 得 
ge : (q—Q)(p— PA, (4, Р) 1dgdp = mg, (5.43) 


由 以 上 可 以 看 出 + 代表 用 Q 测量 和 用 P 测量 之 间 的 关联 . 4 r= 0 
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Bt Д, (а, 力 ) 则 化 为 


[ (q — ©)? em 
:exp| 一 一 一 一 一 1 


A, (q; Р) | =o 2 Г 


Е 2п0102 
(5. 44) 


然后 计算 A,(g，p) 的 边缘 分 布 得 


- 
| A,(q, p)dq = (/2zo, )! + exp| 一 ig; = P]: (5.45) 
=. P 


M 
[la bdp = (n: exp[- 51-609]: (5. 46) 


对 比 一 般 Wigner 算 符 的 边缘 分 布 和 概率 统计 中 的 二 维 正 态 
分 布 的 相关 性 质 , 可 见 广义 Wigner 算 符 的 边缘 分 布 同样 有 与 它们 
相似 的 性 质 , 这 也 是 为 何 命 名 A, (q, p) 07 Ж. Wigner 算 符 的 原 
因 . 以 上 两 式 还 表明 二 维 正 态 分 布 的 边缘 分 布 仍 是 正 态 分 布 , 且 与 
LXX. 


5.5 二 维 正 态 分 布 函数 对 应 的 密度 算 符 


由 式 (5. 33) 可 知 ,相干 态 | z) = exp[ 一 | = |*/24-24!] | 0) 的 
广义 Wigner 函数 为 


G | A,(q, р) | 2 = Окул) |: exp[— dL, (a — Q* 一 
2a, (4 — Фр Р) +0,(p— P1] :| 2) 
= (2x VA" exp{— dco, (a 9° 一 


2a. ,(4— DG — P) +o Ф — P] 
(5. 47) 


135 


式 中 


uet prt (5. 48) 
定义 f(g 一 9，p 一 B) 为 相干 态 的 广义 Wigner 函数 
149—9 p— P) = «= | Alg p) | х) (5.49) 
当 把 下 式 视 为 某 个 密度 算 符 的 一 般 的 Wigner Яр BAT 
flq, p) = (0 | Д, (9, p) 10) (5. 50) 


则 通过 Weyl 对 应 规则 式 (4.4) 可 以 求 出 p 来 . 根据 式 (5. 50) AIK 
(4. 4), 并 用 式 (5. 47), 可 以 看 出 密度 算 符 的 矩阵 元 是 与 764, p) 
(q —0, p = 0) 以 如 下 方式 相 联系 


‘glplg) = frets, p)explip(a’ — 4014р 
= ex T |= A|; (825) - 


22, (4 + p +e] + ip(g —o}ap 


= — —exp(— [Aq + Bq'q +A‘ 1) 


МСМ?то, 
(5.51) 
式 (5. 51) PRS 
1/1 : 1/1 
A (аА ine) B= 2- (7 2A) (5. 52) 
考虑 特殊 情况 , 当 gq = q 时 
1 g 
491019 = -4 (5.53) 
alelo = хр z) 


结果 与 式 (5. 46) HON A. 对 式 (5.51) ER | dg | 9》 MAR 
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Га 1, 并 利用 真空 态 的 投影 算 符 表达 式 
loxo |=: e“: (5. 54) 
和 TWOP 技术 ,可 以 得 密度 矩阵 的 显 式 形式 
p= Јвајаа 19) <9 10199 | 


1 , È d 
= dqdq' ex K +g - =] 0) х 
x Jia [| ed 2 


п А 
expCAq"* — Bq'q + А" q')(0 | exo[- 5 Hga _ e| 


"rey Bone 


(iM) (8.55) 


可 以 看 出 式 (5. 55) 是 个 混 态 的 密度 算 符 ,其 中 
L=|1—2A |: — B° (5.56) 
dnm 


(5. 57) 


并 利用 算 符 恒等式 (2. 41), 则 式 (5. 55) 化 为 


p ore" exp[a'aln( 3) |е (5. 58) 
由 表达 式 (5. 55) 我 们 猜测 p 是 相干 压缩 态 的 密度 矩阵 . 通过 比较 
式 (5. 55) 和 式 (5. 58), 可 以 得 出 结论 :对 于 分 布 函数 式 (5. 50), 它 
用 广义 Wigner 算 符 对 应 的 是 纯真 空 态 ,而 用 一 般 Wigner 算 符 对 
应 的 则 是 混 态 . 
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5.6 一 类 单 模 混 态 的 二 维 正 态 分 布 


有 序 算 符 内 的 积分 技术 可 以 用 来 研究 许多 纯 态 的 完备 关系 ， 
例如 坐标 本 征 态 动量 本 征 态 和 相干 态 ,我 们 看 到 其 完备 关系 都 可 
化 成 正规 乘积 内 的 高 斯 形式 ,于 是 会 想 ,形式 稍微 复杂 一 点 的 具有 
正规 乘积 编 序 的 高 斯 算 符 所 代表 的 物理 意义 四 是 什么 呢 ? 例如 ， 
像 形 为 


= 2 
1 + exp] Ga- (y-P) |: 


2 
тїт, 2тї 2 


的 高 斯 算 符 代 表 的 会 不 会 是 量子 光学 理论 中 的 某 种 混 态 的 密度 矩 
阵 呢 ?在 这 一 节 , 借 助 相似 变换 在 Weyl 编 序 下 的 序 不 变性 ,我 们 
来 探讨 这 一 类 正规 乘积 编 序 的 高 斯 算 符 的 物理 意义 . 


5.6.1 物理 意义 的 探讨 
首先 ,考虑 算 符 人 恒等式 (2. 41) 的 Weyl 编 序 ,由 式 (4. 58) 可 得 


(5. 59) 


2 
e = 2f C Bl: exp C — Data] ix 
x 


| @!ехр[2(8° a — fa! + ata)J' 


: e-—l,p : 
‘exp[$ FIP +90]; (5. 60) 


2 
e+1 
XH 

та — e)e"] 


= d'z : А + 1 
= (1—e) nob exp[ (е* 一 1)ata] :| z) 


-(1— e Bz piat 
x 
=1 (5.61) 
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可 知 1 —e e = p MRR ERM ATE BA D(a) 
和 压缩 算 符 500) 


D(a) = exp(aa! —a^ a), а = (5.62) 


500 = exp[- © + PQ)In r] (5. 63) 


的 性 质 
Dla)QD™ (a) = Q— <= 
D(a) PD" (а) = P— у 
SPS = €P, SQS™ = eQ (5. 64) 
将 平移 算 符 D Ca) FUR 88 SERE SC(r) 及 其 逆 算 符 分 别 作 用 于 式 
(5. 60) 的 左边 和 右边 ,可 以 得 出 
p, = Q— Dla) Slr) e S7 G)D^ (a) 


_ 20-—e): 
е БІ: 


е1. 2 -2r 27 
p aq P= y)? He z], 
(5. 65) 


在 式 (5. 65) 的 计算 中 用 到 了 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 的 序 不 变 
性 ,根据 Weyl 量子 化 规则 式 (4. 31) 和 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 
式 (4.28) 可 以 得 出 p, 对 应 的 经 典 函 数 为 


2 exp 10е y)? +e” 04 21) (5. 66) 


ХР H = aha a ОЗ JERE ESE НЕЕ e Jor 
B— gps k RRR AM RS 


ATA (5. 67) 


BU H EE RETIA HF EF n 
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(5. 68) 


将 式 (5. 68) 15 (5. 66) LA SIC C4. 31) ,并 利用 Wigner 算 符 的 正规 
乘积 形式 (4. 12) ,可 以 得 到 


E. _ (2—0)  (y—PY 
e EI 2d 2d } 


式 (5. 69) PAS 
(2n+ De* +1 = 22, (2n+ De*--1—2d (5.70) 


因此 ,可 以 看 出 正规 乘积 形式 的 高 斯 算 符 式 (5. 59) 代 表 热 混合 态 
(混沌 光 场 ) 的 密度 矩阵 ,这 就 是 其 物理 意义 . 


5.6.2 p 的 反正 规 编 序 形式 
利用 密度 矩阵 的 反正 规 展开 公式 


d 
p= IET (—B8l p | BexpCl Bl* -- 8' a — Ba! + ata) i 

(5.71) 
可 以 得 到 o, 的 反正 规 编 序 形式 (在 式 (5. 69) PIR == y —0 Ja s fii 


BH p.=2/ fg : expl—fQ—gP*]*) 


dg. Fg 
в =2/ fg ЕП 2 + 


sore > +B a — Bat +] : 


= 2 v fe :em| a'al(1— f—g)/D С Don +0) ta'a] : 
VD 2D 


(5. 72) 
其 中 
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= (2f—1)(2g—1) (5. 73) 
于 是 就 得 到 了 o, ЮР dem. 
5.6.3 o, 的 边缘 分 布 和 方差 


利用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 CIWOP) ,从 式 (5.69) 计 算 o, 的 
边缘 分 布 


Í AA E: exp[ J]: (5.74) 
| 52-0 = :exp| ee}: (5. 75) 


可 以 看 出 : 式 (5. 74) ASKS. 75) 右 边 都 是 正 态 分 布 形式 ,还 可 以 很 
容易 地 计算 出 


1 ff dzdy ep- 0 ОР (5. 76) 


nri 


2005. 76) ЖЖ Tro, = 1, 对 其 用 相干 态 表象 求 迹 可 以 验证 这 
一 点 ， 


Tro, -[£s« | o |z) 


1 exp (z/42 —Rez)  (y/42 一 Im = 


тте) x ті FE 
=1 (5.77) 


由 正 态 分 布 知识 ,可 以 很 快 地 计算 以 下 方差 


dz = 
:( Qe : 
J 2x10 Ё = ] 
=å = tent ve +1), (5.78) 


[4 ec mesa) 


= d= int De +1] (5. 79) 


注意 ,其 中 是 依赖 于 温度 的 ,这 可 以 从 式 (5. 68) 看 出 ,因此 ,方差 
的 取 值 也 是 依赖 于 温度 的 . 


5.7 一 类 具有 纠缠 性 质 的 两 模 混 态 的 二 维 正 态 分 布 


基于 上 一 节 单 模 混 态 呈现 正规 乘积 内 的 二 维 正 态 分 布 中 的 思 
想 ,本 节 将 上 节 内 容 推广 到 具有 纠缠 性 质 的 两 模 混 态 中 .借助 有 序 
算 符 内 的 积分 技术 (IWOP) 和 相似 变换 下 Weyl 变换 的 序 不 变 
性 外 ,我 们 把 一 类 具有 纠缠 性 质 的 两 模 混 态 的 密度 矩阵 化 成 正规 
乘积 内 的 二 维 正 态 分 布 形式 ,并 讨论 其 边缘 分 布 情况 和 方差 . 从 而 
可 以 将 数学 统计 中 二 维 正 态 分 布 的 性 质 应 用 到 量子 统计 的 密度 算 
符 中 ,丰富 和 发 展 量 子 相 空 间 分 布 函数 理论 . 


两 模 平移 压缩 热 场 态 的 表达 式 为 
p, = (1— e)? Di Ca) D; QD S; (ad etse? Sz! (A) Di (a) Di (8) 

(5. 80) 

其 中 D, (8) 也 为 平移 算 符 

= в ж +1 

D: (P) = exp(Bai — 8" a2), B= ae (5. 81) 

S, (4) 为 两 模压 缩 算 符 “* 1 
S,Q) = exp[A Cata} — a1az)] (5. 82) 


值得 注意 的 是 (1 一 e) elata 本 身 就 是 一 个 密度 算 符 . 因为 
S, (A) 又 是 个 纠缠 算 符 (两 模压 缩 态 也 是 纠缠 态 ), 所 以 称 o, WAL 
有 纠缠 性 质 的 两 模 混 态 . 
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为 了 得 到 o, 的 正规 乘积 形式 , 先 求 其 Weyl 编 序 形式 ,由 以 下 
变换 
S, Q)Q, S;' Q) = Qi cosh à — Q sinha 
S, Q)P,S;! Q) = Picosh à + P;sinh À 
S, Q)Q, Sz" (А) = Q;cosh à — Qi sinh À 
S, (A) P: S7’ (А) = Pzcosh à + P, sinh À (5. 83) 


S, О) (О, HST A) = e2(Q, + QD (5.84) 
S2(A) CP; + P,)S;! Q) = e (P, + P) (5.85) 


由 算 符 的 Weyl 编 序 公式 (4. 58) 可 以 得 到 ciati 的 Weyl 编 序 形式 


gata; +aha,) 2 y: 10р} + Pi +Q +Q) É 
s ( ) оо (5 е1 sh dd 


e+1 
(5.86) 


根据 相似 变换 下 Weyl 编 序 的 序 不 变性 和 式 (5. 83) ~ 20 (5. 85), 
可 以 得 出 


S, A 10А) 


= cip. ` exp EET cosh A + Pssinh a)? + 


(P,cosha+ Р, sinh 222 + (©, cosh А — Q;sinh A)? 4 
а es 


= wo, ex ACPE- Pi+ QH- QD + 2B(P, P, 一 QQ)) 


(5. 87) 
在 式 (5. 87) + 


A = tanh Z z cosh 24, tanh 2 sinh 2А (5. 88) 
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再 利用 平移 算 符 的 以 下 性 质 
Di G0Q Di! (a) = Q, – zi 
D,(a)P, Di! (a) = Р, — yı 
D: (AQ: Dz (8) = Q; — хг 
D,(0)P,D;' (8) = P, — x: (5.89) 


可 以 导出 
в = 0 — e} D (WD, (9S Vein S? (дуру! (a) D: (QD 
= dtanh? SD, GOD QD 'exp[ACPI + Р + @ +Q) + 


2BCP,P, — Ө 9070 (Dr (а) 


= htanh? Z 'exp(A[(P, — yn)? + (P, — 9! + (Q, — лу )* + 


(Q, — х)*]-Е2В[ (Р, — y) (P: — 2) — (О, z)(Q, 21) 


(5. 90) 
这 是 密度 算 符 p, 的 Weyl 编 序 形式 . 
另 一 方面 ,再 由 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 式 (4. 28) 和 Weyl 
量子 化 规则 式 (4. 31) ,可 知 密度 算 符 o, 的 经 典 Weyl 对 应 为 


W(p,, 9,3 Р,» q,) 


4tanh? Sexp{ALCp, y) + (p, — 3)! + (q, — 21)? + 
(q, — 22)? ] + 2B[ (0, — yi) Ф, — уг) — (q, — zi) (q, — 22) 1} 
(5.91) 
然后 再 利用 两 模 Wigner 算 符 的 正规 编 序 形式 中 
ACh, + q,; Ё, q,) 


= J+ exp[— (q =Q)? — (p, — B — q, =Q)? — (8, — 51: 
(5. 92) 
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和 Weyl 量子 化 规则 (两 模 情形 ) 
HOS 95 Per QD. 


= | dp, da, dp, da Co, 4,5 bar GAC,» qs D, 4) 
(5. 93) 
可 导出 o, 的 正规 乘积 形式 


e 
в = | dp, da, dp, da, W(P,» аз y+ АФ qs Par q) 


A tanh? © exp Br, WP — ж) — (Q, —2XQ а 


BUB 7») + (P, а + (Q —z +Q 5007]: 


(5.94) 
其 中 
=(1—A)? 2 — 4 СОБА — e” sinh’A 
D-ü-Av-p = 4 oh es (5. 95) 
Е = А А+ Bt 一 一 2 SA sinke 《5.96) 


(e +1)? 


Ko, 的 正规 乘积 表达 式 (5.94) 中 ,可 以 看 到 存在 着 耦合 项 
(Pi — 30 (P, — y) AI (Q, — zi) (Q, — zx), KRRT р, 的 纠 
缠 性 . 

现在 用 o, 的 Weyl 编 序 形式 (5. 90) 计 算 其 边缘 分 布 


uh 
NC 

= 4ntanh (>?) ехр(АГСР, =) + (P, — yx) + 
2B(P, — 0 — y) (5.97) 


145 


Гааль 
= 4xtanh (7 2) exp(AL(Q —z) + (Q, —22)*]— 
2B(Q, — z) (Q, — 2:2); (5.98) 


ARG. 97) AAS (5. 98) FT 48 
+e dzdz, dyı dyz 


— 2x an 
这 里 需要 指出 的 是 式 (5. 97) ~ 3K (5. 99) 的 可 积 条 件 是 Re A <0, 
即 从 式 (5. 88) 看 出 


e" 


ESI (5. 99) 


Shosh 2 <0 > S eli 
鉴于 以 上 分 析 , 可 以 把 量子 统计 中 的 密度 算 符 类 比 于 数学 统计 中 
的 正 态 分 布 ,大 大 简化 了 其 方差 的 计算 . 下 面 分 别 计算 (已 — y) 
和 (Q 一 x1)? Ж р, 中 的 方差 ,可 以 得 到 
[^ NE dyı dyz: 
2r 


- 2x 


Le 0>0<0 (5. 100) 


QU = y)’ p 


tanh (=? 
= куе dyidy (P, — 91)? X 
expl ALCP, — y1)? + (P, — 92)? + 2ВСР, — y1) (P; — Y. 


= 1 = 
= zcoth( = )eosh 2a (5. 101) 


+= dz dzada f дуду; dyz: 


2x Q ns 


— 2r 


= = Feoth(52 2 *)cosh 2А (5. 102) 


与 式 (5.78) 和 式 (5.79) 比 较 , 可 以 看 出 其 结果 不 同 于 单 模 混 态 的 
情况 . 
根据 式 (5. 101) 和 式 (5. 102) ,进一步 求 以 下 方差 


INE Bundes = == 


: 
QU +P, у HY, 


=) 


ә [*” Ы 2 
= coth(2) cosh А+ а. ау dyz exp{AL(P; — y1)? + 


z 
(P, — y! ]- 2B(P, — y1) (P; — 3); 


= coth (^ ) cosh 2a+ tanh (2 35 E 


- e*coth(7) (5. 103) 


= dnde fi dcg, TQ 一 六 a) py. 


= e#coth(—2) (5.104) 


可 见方 差 也 是 依赖 于 温度 的 . 由 式 一 o = oh /kT 可 以 得 出 结论 : 式 
(5. 103) fil s; (5. 104) 的 方差 随 着 温度 的 升 高 而 增 大 . 

利用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWOP) 和 Weyl 变换 在 相似 变 
换 下 的 序 不 变性 ,我 们 给 出 了 两 模 纠缠 混 态 的 正规 乘积 编 序 形式 ， 
发 现 它 正 是 统计 中 的 二 维 正 态 分 布 ,这 样 我 们 把 量子 统计 中 的 密 
度 算 符 与 数学 统计 联系 起 来 ,简化 了 方差 的 求解 过 程 . 
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5.8 一 类 特殊 的 大 -参数 Wigner 算 符 与 其 二 维 正 
Бањ” 


本 节 将 把 一 般 的 Wigner ЖР A, 9) 推 广 到 带 & -参数 的 更 
广义 的 Wigner Ж Q, (p, q) ,这 里 是 实数 ,不 同 的 & 值 将 对 应 
不 同 的 广义 Wigner 算 符 ,组 成 一 个 Wigner 算 符 家 族 . 研究 此 一 
参数 Wigner 算 符 的 意义 是 ,在 量子 化 过 程 中 , & -参数 描述 的 是 正 
交 测 量 量 Р 和 Q 的 相关 性 . 


5.8.1 k-#&& Wigner 算 符 


Wigner 算 符 在 坐标 表象 可 以 被 表示 为 式 (4. 8),A(p, q) 还 有 
另外 一 种 形式 


АФ, D = Z [au eoo (5. 105) 
x 


其 中 P, Q 是 动量 和 坐标 算 符 . 我 们 还 知道 Wigner HHH Weyl 
量子 化 规则 的 积分 核 , 但 是 量子 化 方案 并 不 是 独一无二 的 ,这 里 考 
Ж Wigner 算 符 的 一 种 带 参 数 的 更 广义 的 形式 , 即 


П |a coses = дус, g) (5.100) 


是 实 参数 .利用 Q = 2+ 
JZ 
以 对 式 (5. 106) 进 行 积分 得 到 其 正规 乘积 形式 


a’ p= а-а! DLE IWOP 
E 以 及 技术 ,可 


2,0, Фф = za |a a, : exp| 一 +G +8) + ing + 


ыр P) Fifa]: 


= : 2 十 
eae lrg ala 9° + 
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2ik(q— Q5 Р) + (p—P)*]} : (5.107) 


TB SIS ЕЁ = 0 时 ,Q4(p, 9g) 就 退化 到 一 般 的 Wigner 算 符 , 即 


Qo Cs 4) L + exp[ (p—PY—(—QY]: (5.108 


下 面 来 讨论 Q.(p，9g) 的 相干 态 表象 表示 和 坐标 表象 表示 , 令 


zd zt 2—2* а+ір 
„у= , ‚ W Q, Co, q)— Q, (a) , Bl 
5 v iJ a 7 Ср» q „Са 


Ua) = ases [i7 (a —a) — ізба —a' ) 十 
keg,” 
4 (x =s >| 


1 — 2a —a)(at — a` 1. БЕГИ: 


Ке 
= Рэут ЗЕ ef 1+Ё ew 
(5. 109) 
例如 ,相干 态 的 广义 Wigner 函数 为 
(z | Ca) | z) 
1 exp {A a" ) — (= a] 2(z—a)(z* —a') 
TR 1+Ё 
(5.110) 


下 面 给 出 广义 Wigner 函数 Q, (p, q) B 8 PRR UR HA 
(5.106)48 


GQ, (p, q) = is jare" [duet (oti e 
= = [ase ¥3(q— qti 1 vet iP 
= az [eene аса — oer (5.111) 
т. 


再 利用 
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009—9) =| plul Plo - lo (5.112) 


则 有 
2,0, Ф = Јасен [аа e? 


YA k+1 1—k 
aloe |а 2 via + z” 
RA M k = O 时 , 式 (5.113) 即 为 式 (4.8). 利用 式 (2. 21) 和 
| 00| =: e** : WR IWOP 技术 可 以 检验 式 (5.113) 的 正 


(5. 113) 


确 性 ， 
一 1/2 2 
Ae, 9) E [aver ' exp[—¢ ERE, +b + 
一 二 а E ee 
e Hh) (e Ge - d 
E + exp(— gla Q + 
x 
5 : (5.114) 


2ik(q — Q (p Р + (p— P1] 
这 与 式 (5. 107) 是 一 致 的 . 以 上 讨论 可 见 参数 & 起 了 二 维 正 态 分 布 


中 的 相关 系数 的 作用 . 
5.8.2 上 -参数 Wigner 算 符 的 统计 意义 

我 们 来 讨论 这 种 广义 Wigner 算 符 的 统计 意义 . 根据 式 
(5. 107) ,Q, (p, DE p HHS q 方向 的 边缘 分 布 分 别 是 


1 
dpQ.(p, q) = — : exp{—(p—P)*}: 
J ў Yn (5. 115) 
jen co. o = = : exp{— (q—Q)): 
接着 可 以 得 到 完备 性 关系 
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П а =1 (5. 116) 
那么 任意 算 符 就 可 以 用 Q, Cp, ORI 
H = [зааро, ср. Qu» д (5.117) 
式 (5.117) 可 以 被 看 做 一 种 广义 的 Weyl 对 应 . 另 一 方面 ,高 斯 随 
机 变量 的 二 维 正 态 分 布 函 数 的 标准 形式 为 
ша, mcs uoo. 
2roio V1 — т? 21-27) of 
tea DP P ү (р— РУТ) : 


2 
0102 02 


(5. 118) 
其 中 * 是 相关 系数 ,rmoz 是 协 方差 . 比较 式 (5. 107) 与 式 (5. 118) £: 


现 , 当 m = = t= ik В, 05. 107) 就 是 标准 的 二 维 正 态 分 


布 , 一 达 表 示 两 个 正 交 测量 之 间 的 相关 程度 . 那么 根据 式 (5. 43) 有 


Је: (q—Q)(p— Р)0,(р, q) :=— 4ik (5.119) 


就 是 协 方差 ,可 以 看 出 在 量子 化 过 程 中 , k -参数 描述 的 是 正 交 测 
量 量 已 和 Q 的 相关 性 . 
根据 式 (5. 106) 及 Baker - Hausdorff 公式 ,考虑 
Tr[Q, C6» ФО’, 40] 
21:4 udye-9 p-P rede du’ dy eit 47 QI GI Piku 


= Ter. 


zd m E. 
= 2,94 q)8(p— p) (5. 120) 


于 是 由 式 (5. 117) ASRS. 120) 可 得 到 式 (5. 117) 的 逆 变 换 
hi(p, q) = 2nTr[HA Ces q)] (5. 121) 
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本 节 结 尾 处 我 们 给 出 (5. 1060 0 Weyl 编 序 式 是 


О.р. Ф = Lies[-3S«-00í-»]i (5.122) 


xk* k 


4 k =+1 Wt, R05. 122) 就 与 下 章 中 的 式 (6. 14) 与 式 (6. 18) 相 联 
系 ,分 别 对 应 于 PP-Q 排序 和 Q -P 排序 . 
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第 6 章 ” 相 空间 中 的 范 氏 
变换 及 应 用 


Dirac 曾 写 道 ,变换 理论 日 益 增多 的 应 用 ,是 理论 物理 的 精 
华 . ”在 数学 物理 领域 ,常用 的 是 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 、 汉 克 
尔 变换 ,本 章 介绍 范 洪 义 提 出 的 一 种 新 的 积分 变换 ,简称 为 范 氏 变 
换 . 它 有 良好 的 变换 特性 ,可 用 于 研究 Weyl 编 序 和 P О 
(CQ 一 忆 ) 编 序 之 间 的 关系 ,利用 此 变换 ,可 以 由 chirplet (ЮЙ) 函数 
导出 分 数 传 里 叶 变换 积分 核 . 


6.1 经 典范 氏 变 换 的 定义 及 其 性 质 中 


二 维 傅 里 叶 变换 对 应 于 量子 力学 中 坐标 表象 和 动量 表象 之 间 
的 变换 , 它 的 形式 如 下 : 


[aciem ree. » (6. 1) 
E р-а 相 空间 , 范 氏 变换 定义 为 


[ео op, q) = F(a, у) (6. 2) 
т 


很 明显 ,该 变换 是 有 别 于 方程 (6.1) 的 一 种 新 的 变换 . 当 f(p， 
q) 二 1 时 ,方程 (6. 2) 变 为 


[Pte = I уе» 一 1 (6. 3) 
x 


可 以 证 明 式 (6. 2) 的 逆 变 换 为 


I ID rure FG, у) =f Ф (6.4) 
事实 上 ,将 式 (6. 2) 代 人 式 (6. 4) 的 左边 可 以 看 出 
] aedd pey „4 f е 
= [араа fep, a’ re” аср — вва — 4) 


= fp, 4) (6. 5) 


范 氏 变换 的 Parseval - like 定理 : 
[288 150.01 
x 


= [| к= »[ ard мшу, Heer ЗРАД atit eria 
x x x 


Z. [ а »јагауғс ‚ We a(z —z')8(y— у) 
dzd, 
-[=% | F(x, у) |? (6. 6) 


有 趣 的 是 


Texp[2iCp —z)(g—y)] 


(a y z )ехрСіСр zx)v] 
= бий хр W іа — yutip 2»] (6.7) 
因此 这 个 变换 相当 于 
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ҒО Ф Е РФ, Ф 


= [араа o(a y Fea. 9 
= ee/(p+z, yt ten (6.8) 
6.2 范 氏 变换 与 经 典 函 数量 子 化 的 忆 -Q(CC-P) 
排序 


to? Bi EAE 8 


exter -[ dPda zioe» ento 
x 


e> faqa (a —y— aioe 


izy ti ybio/2) Gk /2) 


=e 
= eie/ttartiy (6. 9) 
亦 可 求 得 ett? pA E 


exter -[ dpdg с, ос» ет 
x 
= еу e2i(y—i/2)(z—ü/2) 
= e ie/ttertay (6.10) 


引入 量子 力学 坐标 算 符 QMABAFP.(P,Q)=—i,k=1, Я 
么 对 照 式 (6. 9) 和 式 (6. 10) 有 


Me” = Лнан (6.11) 
ебе? = gerer (6.12) 
其 中 用 到 了 Baker - Hausdorff AR. 观察 式 (6. 9) ~ HR (6. 12) ,很 
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自然 地 会 想到 Q-P 排序 和 PP -Q 排序 分 别 对 应 于 变换 式 (6. 2) 1 
它 的 逆 变 换 式 (6. 4). 下 面 将 给 出 具体 说 明 . 前 面 证 明 过 ， 


exp(iQu --iPy) = 'exp(iQu + iP)? (6. 13) 


son! UR Weyl 编 序 记 号 ,引信 变换 核 ( 称 为 量子 范 氏 变换 积 
分 核 ) 


l3 qui-oo-n* (6.14) 
x: : 


并 利用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 将 式 (6.9) 和 式 (6. 10) 推 广 到 量子 
力学 


dpda: s, P(r-Q gere — ` que teeQup! (6.15) 
x Н : : ` 
人 letes = ME (6. 16) 
nt * s š 


另 一 方面 ,可 以 证 明 变 换 核 式 (6. 14) 即 为 算 符 3(p— PaA), 


二 :exp[ 一 2109 – ©) (一 Ру] 


Gece exp[ — E 16а Фи р Pv} 


dudy xp[ W igui Р») 


4x? ii 
€ 1] dude rote 
т 
= 40р — P)6(q—Q) (6.17) 


类 似 地 可 以 得 到 
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L'exp[2i(q Q)(p— P] = &q—Qà( — P) (6.18) 
那么 对 于 函数 f(p, OWA 


араа: _„ : 
[ ex se Qu-m Fp, Ф 


= [ГО —P)a(g— ФУ, д) 


= f(P, Q) |P ье q (6.19) 


这 就 将 一 个 经 典 函 数 f( p, DHFLA P -Q 排序 算 符 . 另 一 方 
面 , 还 有 


арад: ш, pco Ops д 
т Н 


= [|зраагса – aco - P) fp, д 


= f(P, Q) la wes P (6.20) 
此 即 量子 化 经 典 函 数 fp, DA Q - P 排序 . 


6.3 J. P-Q(Q-P)¥iFF S] Weyl 编 序 5 


作为 上 面 的 积分 变换 的 应 用 ,下 面 给 出 一 个 算 符 排序 的 例子 . 
对 于 积分 公式 


[em =<. y'exp[2i(y — ғ) (х —t)] 
1 
= 200 C D'H, (Vat, i 25) (6. 21) 


JB OH. .是 双 变 量 厄 米 多 项 式 (2.92), 它 满足 Halts s) = 
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mtr 


(тне -9_ e, 利用 厄 米 多 项 式 H。。 和 拉 盖 尔 多 项 式 


9s" Ot 
Lr 之 间 的 关系 


Hee - 人 ie" TI (€) mon 
m 9 T tyme LG mn (6.22) 


式 (6. 21) 就 变 为 
[29 y'exp[2iCy — q) (x — p)] 
( 1 ) оя І)" "(2ipg) mor 
=|= —i 
т\с D"«""L,"(2ipp m < r 
(6.23) 


式 (6. 21) 证 明 如 下 
LHS of (6.21) 


2) 
= Cue n (8) ( 2) у] енә exp(— 2iyt — 2isz) 


9 va I 
Caper (61) (5) Јаве 


DVDN” us 
= ope" (5) (È) eo 


= R.H.S of (6.21) 
(6. 24) 


那么 由 式 (6. 21) AIK (6. 17) 得 到 
QrP- = Napaaa"p"aca — Q)3(p— P) 
= [| ех зср— P — 1; 
pb, : 


159 


12ү" : : 
-(z) C DUH, ZQ, i VZP) (6.25) 


这 是 一 种 将 "Р" 化 为 Weyl 编 序 算 符 的 简单 方法 , 它 与 式 (4. 38) 
一 致 .用 同样 的 方法 可 得 PQ” 的 Weyl 编 序 形式 , 即 


Ро" = П — P)a(q — Q) 


[ье 209—9 — PY 
- (+) i'n, a, —iV2P): (6. 26) 
这 也 是 一 个 新 的 算 符 恒等式 . 
6.4 从 Weyl 编 序 到 忆 -Q(C-P) 排 序 
由 式 (6. 21) 的 反 变 换 可 以 得 到 一 个 新 的 积分 公式 


dsdi( 1l y" _., ; —f-9G-0 — Qr 
fe Cz) (i) Hy, (Zt, iJ Zs)e toc 06-0 — уту 
(6. 27) 
那么 由 式 (6. 17) 和 式 (6. 27) 8] 48. 


mtr 
) CH. ZQ, i/2 P) was Q 


) c о" араагср — Pata- ФН, „6/24, ivZp) 


1 


„> : ， 
) — pf :een H,., суба, iJ p) 
xs ' 


| 
Q 
ч 


: 
3 (6. 28) 
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又 从 厄 米 多 项 式 (2. 92) 43 


1 mtr 
(gp) Hd Ha ZQ, EP)» wes а 


- еи) em 
所 以 
ori Be ew 


5K (6. 30) 是 将 Weyl 编 序 的 算 符 化 为 P-Q 排序 的 基本 公式 . 
用 同样 的 方法 ,有 


(Z) OH. ZQ, -MEPe e ғ 


= gp = 'PrQ"' (6.31) 
所 以 
3 LESS —i t т. д ЕН 
атра xe 6. 32) 
这 是 化 Weyl 编 序 的 算 符 为 Q-P 排序 的 公式 . 
6.5 P-Q HEMO - P 排序 的 互 换 


联 立 式 (6. 25) 和 式 (6. 30) 推 出 


— mir! і ү pr 

CP е nml z) QPU 
mir! iv 

2 a DiG DN] z) x 
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(үү, С, ye 


z mir! AO er 
+o) ewe ee) Pee 


1=0 k=0 


mir! pe (6. 33) 


_ 
("Gn = BG BIEL 


k=0 


这 将 Q"P' 化 为 P -Q 排序 , 且 得 到 对 易 关 系 


„ч — mtr! ijprign- 
(Q", P'] 2 асрати Q (6.34) 


类 似 地 ,由 式 (6. 26) n Tft РО" 化 为 Q 一 P 排序 ， 


Ро" = (Z) отново, —iJEPy 
“wapi [z | 97Р 
> р* mm Pe”™ (6. 35) 
并 得 到 对 易 关 系 
lar, PJ = 3 рун 99Р" (6. 36) 


6.6 (P+Q)" HP-Q(Q-P) HEF 


由 于 
(Qro ewe |, = emot], 
n 


: : ы 
= P+Q" = > 


Јер" (6. 37) 


将 式 (6. 30) RAR C6. 37) 得 到 
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(6. 38) 


era- (ж «Qs enn 


(6. 39) 


6.7 Weyl 对 应 与 量子 范 氏 变换 积分 核 的 关系 中 
利用 算 符 的 Weyl 编 序 公式 (4. 31) ,我 们 来 求 58(p 一 P)8(g 一 
Q) 的 Weyl 编 序 . 首先 ,利用 坐标 表象 的 完备 性 及 (q | p> = 


uU 
x 


8(p— P)8(q—Q) 


= fav’ ГЭФ 1 20р PG — Q [a La | 
PEG ITEM T EET 
= xe рэа | qD8Co — 7864 — 4 eo” 


- Pale (6. 40) 


Jin 


将 式 (6. 40) 代 人 到 算 符 的 Weyl 编 序 展开 公式 (4. 58) ,并 利用 坐 
标本 征 态 和 相干 态 的 内 积 


А 
(Q 1p = тёехр(—% +Z- Fe + | B °) 
(6.41) 
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C1 p = x Mexp(— P —iv2 op" 8t Bl) 
(6.42) 
就 得 到 下 列 算 符 的 Weyl 排序 形式 
8(p— Раа — Q) 


a 2) TP Cg | qq | e | gyexp[2(8`a — а8+ a'a)]. 


1: 


x: 


expL/Zq(a — а^) --JZip(a + at) — іра +a” — at — аа] 


L'expt 2i(q — Q (o — P; (6. 43) 


与 式 (6. 17) 一 致 . 以 同样 的 方法 ,也 有 
8(q— Q)8(p— P) 


2 
= 2] Epp | qq | e^ | Bexpl2(p" а — a! B-- aa): 
Е : 


14 


x: 


= l'exp[2i(q— Q) (p — P) J} (6.44) 


与 式 (6. 18) — &. 
6.8 Wigner 算 符 和 8(q —Q)8(p— Р) HEB 
Hi Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 式 (4. 28) 可 得 
二 :exp[ 一 2169 — Q) (p — PT 
= Affe’ dg mmn a’ — Qo 一 P. 
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= A ара ee OOP ACG’, p) (6. 45) 
从 式 (6. 45) 和 式 (6. 43) 立 即 得 到 
Tag’ag ле, poe ehe = 8(р— P)8(q — Q) 
(6. 46) 
同 理 有 
A Гарай aca’, poe? = ва — Qi Р) 
(6.47) 


Bii Leste Poco рр ЕЖЕ Ж 9а — Q8 Co PAI Co P) 
8(q—Q) MBH Weyl 对 应 . Ask C6. 45) 立 得 其 反 变 换 为 


[ 228 or 2169 — Q) (p — Py) eme 
= Ad’, p) (6. 48) 

从 式 (6. 43) 即 看 出 

JJasdasco - Рува — oe = Ald’, p) (6.49) 
以 及 

араагса — aco — meme = Aq’, Б) (6.50) 
从 式 (6. 46) BSR C6. 50) 都 是 Wigner HAE q - p 空间 的 范 氏 积 分 
变换 . 式 (6. 48) 右 边 乘 以 Japan p's a 可 得 

Гес, q) AC, 9) 
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= Гараа", of] Pt expt 2i(q — Q (p — Ру] eene 
n | 


[288 c 2i(q—Q)(p— PIG, д (6.51) 
x 


参见 范 氏 变换 的 定义 式 (6. 2) ,可 知 G 是 h 的 范 氏 变换 . 
以 上 讨论 也 可 换 成 以 下 的 分 式 进 行 , 注 意 到 


Texp[2iCp —zx)lq— у)] 


= NEME E PEET (6. 52) 


BD һ 的 范 氏 变换 为 


Kpy Ф es ә 
x 


= [араа #®в(а—>›— Fence, o 
о (6. 53) 
那么 Wigner 算 符 为 


Alp, 9) MESA +=, ›+2) 


Герое 


= Г аста |+ Fat + 
-[E du i. | у)‹у+и| 
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`i ian du Р-и 

=| >) | FÉ Ine 

= 8(у— 0)8(ж— P) (6.54) 
所 以 


La 49 е 729» ACp’, Ф) = 80у — О)8(х— P) 
(6. 55) 


与 式 (6. 47) 一 致 . 因此 范 氏 积分 变换 可 以 将 Wigner 函数 Wy (p, 
q) = TrlpACp, D] 转变 为 


[z dq Tr[pACp’, q') Jet oer? 
x 
= Tr[o8(q —Q)3(p— P)] 
= [| тарен io-P»] (6. 56) 


可 以 定义 Tr[oe' 9*e^7P* Ag 8 HEAR BE BJ Q — Р 特征 函数 . 类 似 
地 有 


[ 4р A Te pA р', q]e tne 
= Tr[pd(p — P)8(q— Q)] 
= [чт er P» gl Oe] (6.57) 
Tr[pe*^7P*e«79* Таа o BJ P -Q 特征 函数 . 
6.9 从 chirplet RRA MESH BR 


从 光学 的 发 展 历史 看 ,每 一 个 光学 设备 都 对 应 着 一 种 光学 变 
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换 , 像 透镜 组 用 作为 分 数 傅 里 时 变换 的 变换 器 件 . 反之 ,一 旦 有 新 
的 光学 变换 被 发 现 ,我 们 就 期 望 能 够 通过 光学 设备 去 实现 它 . 例 
如 ,函数 的 分 数 傅 里 叶 变换 最 初 由 Namias 作为 解决 理论 物理 问题 
的 数学 工具 而 提出 ,后 来 Mendlovic，Ozakatas 等 探索 了 它 在 光学 
上 的 应 用 ,重新 定义 其 为 光 场 沿 二 次 渐变 折射 率 (GRIN) 介 质 传 播 
造成 的 变化 . 本 节 ,将 给 出 范 氏 变换 在 相 空间 的 一 个 应 用 , 它 使 我 
ATAA Wi FIC" PCS H 2318 E hh IE He Ж. 
首先 ,回顾 一 下 函数 y(q) 的 Wigner FR, 


фса | Seng (a+ X)o(a— 2) (6. 58) 


用 Dirac 符号 函数 y(q) 可 以 写 为 ylg) = (q | Ф), 1q) 是 坐标 算 符 
Q 的 本 征 态 Q | 4) = | 9), 那么 从 方程 (6. 58) 可 以 得 到 Wigner 
HERCA. 8) ,由 Weyl- Wigner 对 应 式 (4. 7) 可 知 


Cp, д = fave (a+4|He, Q |a-+) (6. 59) 


һо, DEAT НОР, Q) BJ: Weyl 对 应 . 将 式 (6. 59) LA FE S 
变换 (6. 2) 45 


J dpdg aae wh(p, д) 
x 
dpdg 2i(p—z)(q- f = u | u 
= || He PO due (q +— |H(P, Q)|q— > 
T = we (а | Ф |9 2) 


= [ваја (a -- | ce. Ф |5) (0-06) 
= IP | HCP, Q) | y) (6. 60) 


又 因为 (> 十 zx |= ul ei”, (ук) ет" = (p-, | и) ЖН 


fae cy tu [= IET | e?» 
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Е VE duco. | uu | e? 
= J2x(p-, | e> (6. 61) 
所 以 式 (6. 60) 变 为 
[tere nw, D = Vx (Gp. | НОР, Q) | oe 
(6. 62) 


因此 我 们 得 到 了 相 空间 函数 Cp. q) MH Weyl - Wigner 对 应 
互 (P，Q) 之 间 的 一 个 新 的 积分 变换 公式 . 式 (6. 62) 的 逆 变 换 为 


1 s eme» ps | НОР, Q) | ye? = ВС, 9) 


(6. 63) 
例如 对 于 HCP, Q) = еле -57 它 的 经 典 对 应 为 
JO 72 | = 2 
e —h(p,q) zie sae +ë )] 
(6.64) 
将 式 (6. 64) FLA SK Co. 62) 可 得 
= zu dpdg elio) exp[2 St TII ly: +q »] 
= VIR pas | edo | yyem (6. 65) 
对 于 高 斯 积分 公式 
Í dpdq RP MED eio! tg) 
т 
1 —AG* + у?) 214° 
anl XI + рт] (6. 66) 
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wee Ra 
a= itan( ха ) (6. 67) 
—A i 24° 1 
jz 十 1 tane А +1 sina 545) 
式 (6. 66) BH 
2 dpdq уос» i Җый: 2 2 
=a) e exp | itan( 1^ )@ +q )] 


1 iG + y) ix» ] ， 
exp У e? 
Jisinae “ 2tana sina 


其 中 exp| itan(-E—$) Cp? +a?) BP FEAR to i gk. 比 


(6. 69) 


较 式 (6. 65) 和 式 (6. 69) 可 以 看 出 当 取 ie" = ef, у = i(F—a), 
那么 
(pes | e Fe) cea EZ 


1 i(z + y) izy ] 
.70 
шас = [ыш] cw 


RCG. 70) 右 边 正好 就 是 分 数 傅 里 叶 变换 的 积分 核 , 所 以 利用 范 氏 
变换 可 以 由 “ 咽 嗽 ?函数 导出 分 数 传 里 叶 变 换 . 我 们 期 望 能 在 实验 
中 实现 这 一 变换 . 


6.10 应 用 范 氏 变换 解 方 程 "] 


傅 里 叶 变 换 、 拉 普 拉 斯 变换 常 被 用 来 求解 热传导 方程 .波动 方 
程 等 ,这 节 我 们 应 用 范 氏 变换 来 求解 一 些 比较 复杂 的 偏 微分 方程 . 
为 了 书写 的 方便 ,本 节 用 了 (p,q) 标 记 任意 函数 Сс, у) Ў 
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氏 变 换 . 
对 方程 (6. 2) 做 р 的 偏 导 , 得 到 


2 fy, q) =—2i dzdy i oe» (а y) f(x, » 
9p x 
—— 2igf (p, q) +2i $f (p, q) (6.71) 
Xp fJ yf (z, у) ЮКА. 所 以 式 (6. 71) 变 为 
Sf (bs д = (l-78) D (6. 72) 


同样 做 9 的 偏 导 可 得 


2 aO д =— 2i Eon (p — z) f(x, y) 


— tis fs 4) +21270, 4) (6. 73) 
MOA IE £f z f Ge. y) ME ES E] 


ifo Фф = (»-:2). D (6. 74) 
另 一 方面 ,函数 f(z, y)Xf z PKR SS ЇЇ КАА 39 
SF. Ф) Е y) 
x 
— | Gy roe» fz, y) 2. m 
x 


af dad» -aoe (ау) f(x, у) 
x 


REET 
ap P q) (6. 75) 
HHA, 
AOS ^ 
afl, Ф) "E P. Ф (6.76) 
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综合 上 面 的 方程 有 
SS 


(z+ +Ə,)f = р? д 


uu TRI 


(vt 29) = af o 


(6. 77) 


(6. 78) 


所 以 对 经 典 函 数 f(z，y) 偏 导数 的 某 些 组 合 将 被 变换 为 作用 于 


Ў, ERST 
e CERE 


L(z 79» y++Ə-)f = LG. д) £o. Ф 


下 面 看 几 个 例子 . 
例 一 ,方程 


ws 二 wy 一 2i(z 十 uo= ш 
它 可 以 很 简洁 地 写 为 如 下 形式 
Li(zt+$2,, y+ $2.)u=0 
其 中 
Lip, 4) ——2i( H9 E 


所 以 u 的 变化 &(p, а, OWE 


— Zi(p +q) аф, q, 0) E 4,020 


这 个 方程 的 解 为 
афр, q, t) = Clp, ge 2% 
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(6.79) 


(6.80) 


(6.81) 


(6.82) 


(6.83) 


(6.84) 


其 中 
C(p, q) = (p,q, t = 0) 
= | Ea y, t=0 (6.85) 
x 


再 根据 范 氏 变换 的 反 变 换 , 得 到 最 终结 果 为 


и(х, у, 1) = [| 2c. 4)е bene ne (6, 86) 
x 


例 二 ,方程 
иш + 2us, + uy, —4i(z + y) Cu, + uy) — 4(z + yu — diu = uy 
(6. 87) 
标记 
ә? 
L.(p» q) = 4(p+9 3 (6. 88) 
所 以 的 变换 满足 的 方程 为 
ә? 
[40 +0" — 55 |а, e 0 = 0 (6. 89) 
这 个 方程 的 解 是 
(p, q, t) = C, Cp, qoe? +C (p, д)е ror 
(6.90) 
其 中 
ais L i à ES 
C+ (p, q) = 2 й(х, y, t= 0) 119 a(x, y, t = 0) 
(6.91) 
le РЕ ig E 
C_ (p, q) = 2 й(х, y, t otio й,(х, y, t = 0) 


(6. 92) 
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例 三 ,方程 


us, — ZiC zu, + yu,) — 4xyu — 2iu = 2iu, (6. 93) 
引入 
‚ Ә 
, =— — 21 = 6. 94 
Із, q) 4ра йа» ( ) 
那么 4 的 范 氏 变换 满足 的 方程 为 
‚ Ә 
(— 499-215 ace, д, 0 =0 (6. 95) 
解 之 得 到 
афр, 4 D = СО, ge (6. 96) 


其 中 C(p, q) 的 形式 为 
C(p, 4) = &(p, 4 t = 0) 


- Sey, ys t=0) (6.97) 
x 


在 相 空 间 ,我 们 建立 了 范 氏 变换 和 偏 微分 方程 之 间 的 联系 ,这 
对 于 解决 某 些 偏 微分 方程 是 非常 有 用 的 . 我 们 相信 这 种 方法 可 以 
推广 开 来 解 更 多 的 数理 方程 , 它 将 是 一 类 很 有 发 展 前 景 的 数学 物 
UTR. 
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第 7 章 纠缠 态 表象 中 的 
Wigner Pi% 


1935 年 爱 因 斯 坦 等 三 人 针对 量子 物理 学 的 完备 性 发 表 了 一 
篇 后 来 被 称 为 《EPR 人 悖 论 ) 的 文章 ,EPR 是 作者 Einstein, Podolski 
和 Rosen 三 个 词 的 词 头 ,文中 提出 了 量子 纠缠 C quantum 
entanglement) 的 概念 ， 而 后 由 Schrödinger 做 进一步 阐述 ,纠缠 
是 量子 力学 特有 的 概念 ,反映 了 两 体 或 多 体系 统 各 部 分 之 间 的 量 
Э (correlation) 与 不 可 分 离 性 (nonseparability). H 1993 年 
Bernett 等 人 通过 深入 剖析 量子 纠缠 ,第 一 次 提出 量子 隐形 传 态 
(teleportation) 方 案 以 来 ,人 们 对 量子 态 的 离 物 传输 产生 了 极 大 的 
兴趣 ,多 种 信息 载体 的 各 种 量子 隐形 传 态 方案 相继 问世 ,与 量子 态 
的 纠缠 性 质 密切 相关 的 量子 信息 科学 受到 当今 人 的 重视 . 但 是 ,我 
们 不 禁 要 问 :如 果 爱 因 斯 坦 还 活着 .思维 也 还 敏捷 ,他 会 相信 “ 离 物 
传输 ”这 个 魔幻 般 的 东西 吗 ? 普 朗 克 晚 年 时 曾 告 诚 说 : “世界 充满 
了 问题 …… , 倘 使 我 们 经 过 长 期 的 费 尽 心力 之 后 ,觉得 这 是 一 个 假 
问题 ,我 们 为 它 投 入 的 所 有 脑力 劳动 付 诸 东 流 .” 所 以 我 们 要 十 分 
谨慎 地 对 待 量子 隐形 传 态 这 个 颇具 诱惑 力 的 问题 ,多 在 基本 理论 
方面 下 功夫 ,为 此 本 章 将 较 具体 地 介绍 量子 纠缠 态 表象 及 其 各 种 
物理 应 用 . 


7.1 反映 量子 纠缠 性 质 的 两 粒子 纠缠 态 表 和 象 | n> 


1935 年 , 爱 因 斯 坦 等 三 人 批评 海 森 堡 的 测 不 准 关系 所 代表 的 
量子 物理 学 的 非 决定 论 , 认 为 有 某 些 “ 隐 含 的 ?变量 被 忽略 了 . 他 们 
以 两 个 粒子 (其 总 动量 和 相对 坐标 算 符 是 对 易 量 ) 做 相反 方向 运动 
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为 例 ,假设 两 个 粒子 已 彼此 远离 , 当 人 们 只 希望 测试 两 个 粒子 中 的 
一 个 ,但 由 于 其 总 动量 和 相对 坐标 算 符 是 对 易 量 ,事实 上 ,测试 A 
点 处 的 粒子 可 以 了 解 另 一 粒子 的 情况 , 即 会 对 B 点 处 的 粒子 有 
“瞬时 ”反应 ,而 BSA 已 经 “相隔 了 十 万 八 千里 ”. А 点 测量 的 结 
果 表 明 “ 物 理 实在 ” 量 比 海 森 堡 论 限制 的 要 多 ,因此 , 爱 因 斯 坦 等 三 
人 认为 现行 的 量子 力学 是 不 完备 的 , 爱 因 斯 坦 等 的 文章 使 人 们 注 
意 到 了 量子 整体 性 这 一 概念 ,并 用 “纠缠 ?来 描述 这 一 整体 性 . 这 使 
我 们 想到 南 唐 李煜 ( 李 后 主 ) 的 一 首 词 中 的 一 句 “ 剪 不断, 理 还 乱 ” 
来 形容 量子 纠缠 量 是 再 合适 不 过 的 了 . 例如 ,对 粒子 纠缠 态 再 也 不 
能 孤立 地 把 其 部 分 体 看 作为 一 个 量子 态 ,而 应 把 两 者 作为 一 个 整 
体 的 量子 态 来 看 待 . 当然 ,处 于 这 一 整体 中 的 两 个 部 分 是 可 以 区 分 
的 ,谈论 其 各 自 的 属性 仍 有 意义 . 由 Fan - Klauder 构建 的 两 粒子 
纠缠 态 表象 |7) 态 (纠缠 态 ) 提 供 了 一 个 理解 量子 整体 性 与 其 部 分 
之 间 的 关系 的 范例 . 

首先 直接 构造 出 连续 纠缠 态 表 象 ,这 会 有 助 于 我 们 深入 理解 
爱 因 斯 坦 的 思想 .参考 第 2 章 相干 态 表象 完备 性 的 纯 高 斯 型 积分 
形式 (2. 61) 可 以 直接 构造 出 


2 
[3 : exp(— [3— (a, — aD Lg" — Gi — a2) ]} : 
л 


2 
= [2 ыг 17— (a —aD [2] := 1. (7.1) 
x 
7 一 т ip 是 复数 ,分 解 被 积 算 符 函数 得 到 
Гараа] 


2 
: gcn : Е D tra — даг +аа |= 1 (7.2) 


再 考虑 到 : exp[ 一 aia —alša, J :一 | 00)(00 |, 可 见 式 (7. 2) 中 包含 
Тиз, В CT. 2) 可 写 为 
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d: 
[Zivan (7.3) 


这 样 很 自然 就 得 到 了 一 个 新 的 态 矢 |7), 它 在 双 模 Fock 空间 中 的 
表达 式 为 


2 
| 7 exp| 一 | zl + gai — q" a; + atat || 00), (7.4) 


且 看 到 
(a —a;) 1 = з, (at — аз) | pog ip. (7.5) 
FA IWOP 技术 从 式 (2. 61) 构 造 式 (7.1) 是 直接 的 , 可 见 该 技术 是 
寻找 新 的 表象 和 量子 态 的 有 力 工具 ,并 且 这 也 是 目前 证 明 表 象 完 
备 性 的 较为 简洁 明了 的 办 法 . 反之 ,如 果 没 有 IWOP 技术 ,|7) 的 完 
at 


备 性 证 明 就 要 费 一 番 周 折 了 . 由 Q 一 204, p = 4—4), 
4/2 2i 


j=1,2; AQ, —Q,, Pi + P,] = 0, 根据 式 (7. 5) 得 


(Q= 9) 1р =V2m | р, (Pi + P,) |) =V2 m | 办 
(7.6) 


12) Е EPR 所 讨论 的 两 粒子 相对 坐标 和 总 动量 的 共同 本 征 态 . 
可 以 说 ,具有 纠缠 的 物理 问题 在 纠缠 态 表象 中 分 析 最 为 清晰 . 


7.2 11) 90258165) 


类 似 于 式 (7. 1) ,还 可 以 构造 一 个 新 等 式 


JEE: expt [é— (a, +a$) е" — (al +a,)]) :— 1, 
(7.7) 
将 其 中 的 被 积 算 符 分 解 为 
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| Ef- | El Heal +6 ab айа): ens 
exp[ 一 4 El pea + 6а: — aa |=1 (7.8) 
这 样 就 得 到 了 另外 一 个 新 表象 | 全 
exp| 一 ler st nm ai —alal || 00) =| 9, €=6+i&, 
(7.9) 
式 (7. 8) 可 简写 成 
[Eee (7.10) 
x 
| 全 满足 本 征 方程 
(a, +ai) | = 1 8, Cita) | = 6 | @. (7.11) 
可 以 证 明 ,18) 是 质心 坐标 和 相对 动量 的 共同 本 征 态 , 即 


(QHQ) | —42&6 |, (P, - P219 = 28, | 6, 
(7.12) 


这 里 [Q +Q, P, 一 P, ]= 0. 由 式 (7.6) 和 式 (7.12), 还 可 以 将 
| 和 |&) 的 完备 性 关系 分 别 改 写 为 


[EX 
(7.13) 
和 
ЕЗЕК 
(7. 14) 
由 式 (7. 5) 很 容易 证 明 | 的 正 交 性 关系 , 即 
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(q |p = ry — g 208G— 39); (7.15) 


| ey f TEE HE £ tB, E 28 WA. 用 平移 算 符 Di (8) = exp(&ai 一 
Ea) 可 以 将 18) 改写 为 


| & = D, (He | 00) (7.16) 


7.3 Wigner Eš Ë 85 | 88 s 3 28 Ж ЖЕ AR” 


B| A.— 0 Fock zi |) , 它 张 成 完备 的 空间 , 记 为 


= т "m 
Z | aa |= 1 | я) = 10) (7.17) 
m mi 
my 
- - tm сіт ra 
| mm) = У\ 222 | 00) = e? |00) (7.18) 
= = m! 


4% DCO =exp(rat—r* a), D)e? |0 0) = |DER 
lg = ре"! | 00) (7.19) 


那么 密度 算 符 o 的 Wigner 函数 Tr(pACa)) = Wa) 就 可 以 改 
写 为 


Wla) = У) ап, | AG)pl m, ж) 


= xr = 0 | Р'(—2а)(—1)°°° | p> 
= er =— 2a | C D**|p 
= =! (v = 2a | р) (7.20) 


其 中 用 了 AGO) = x? D'C- 222 1)", (v = 2а | BHF Ce| # 
象 的 态 矢量 , 即 
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|v) = роде | 05) 


= exp(—F |» |? + vat + à'—a'à*)l 00), 


2 2 
[ivon [Zives 
x x 


(cl v) = tefe] (7. 21) 


110) 9845, 


| = 0% | 


(—1)"* | 2) =} (7. 22) 


ver 


在 文献 [1] 中 ,用 纠缠 态 表象 导出 了 信号 经 过 振幅 衰减 通道 后 的 表 
达 式 


(cl p(t) = eI" Grew | py) (7. 23) 


其 中 om 是 初始 时 刻 信号 的 密度 矩阵 ,p(t) 是 终了 时 刻 的 信号 的 密 
BEA PE. 式 (7. 23) 是 以 下 密度 矩阵 主 方程 的 解 


T = к(2ара! — a'ap — pata) (7. 24) 


其 中 x 是 衰减 速率 , T—1—e7". 如 果 要 求 相应 的 Wigner 函数 的 
时 间 演 化 ,就 可 以 用 式 (7. 20) 以 及 |z) 表 象 的 完备 性 , 即 


а de. . 
Wear at) = [о а ое = | Se =e (r| p> 
x 2x’ 


(7. 25) 
在 其 中 代入 式 (7. 23) 就 得 到 
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Wasa", 2) = | 


2 
Stet amet Ge" lg) (7.26) 
т 


再 插入 |v) 表 和 象 的 完备 性 并 用 式 (7. 20) 得 
Wla, а", 1) 


-j2jS 


ет" тат "та (re | ody" | po? 


аг d' pd? 
66 ir [е [2 +rla* = В" е") + 


(pe™ 一 or ир, в", 0) 


= 21.0 -4 Га ве" |), ,0о  G.27) 


这 就 是 Wigner 函数 在 振幅 衰减 通道 中 的 时 间 演 化 规律 ,首次 由 范 
洪 义 - 胡 利 云 用 纠缠 态 表象 导出 . 


7.4 |) 态 纠缠 分 析 


为 了 说 明 17)( 和 186?) 态 的 纠缠 性 ,对 17? 态 做 以 下 的 傅 里 叶 


变换 


[з= 


1 " 
1 (р gem 
“т 


2 
x exp р (af +a} —/2q)? Т + 


2 a} — aD + atat] | 00) (7. 28) 
E 


回忆 坐标 本 征 态 在 Fock 表象 中 的 形式 式 (2. 21) ,因而 
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Га poto |е е |а) 


其 逆 变 换 为 


jeje 2) fe Tie | zo Eq?) 
(7. 30) 


这 是 连续 纠缠 态 的 分 解 (在 文献 中 曾 称 纠缠 态 的 分 解 为 Schmidt 
分 解 ). 这 个 分 解 式 有 很 多 可 取 之 处 ,例如 , 当 对 第 二 个 粒子 做 位 置 
测量 ,相应 的 算 符 为 las:z《q| , 则 有 


24912 = ev [ад [ghela + me (7,31) 
=| а +), etu? 


即 测量 粒子 2 的 结果 是 使 粒子 1 处 于 1g 十 加)! 态 , 位 置 在 atm 
处 . ee fo 


= om = |ә) @|-2+2)} 
(7.32) 
其 中 |z) 是 动量 本 征 态 , 式 (7. 32) 的 反 傅 里 叶 变 换 是 
l= = enn’? [в | 81 Gl m— p> e "* 
(7.33) 


它 显然 满足 CP, + P,) |) = J | 7)， 当 测量 第 二 个 粒子 的 动量 ， 
ИЛД 12), CO MERISI | p Е.Г Ж 


alp | p = | р — pie зз? (7. 34) 
VL IEEE SS — PF B 5] t ES — TORT AEF | > — р), 态 . 对照 
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式 (7. 31) 可 见 , 对 第 二 个 粒子 作 坐 标 测量 , 则 第 一 个 粒子 也 处 于 坐 
标本 征 态 , 而 对 第 二 个 粒子 作 动 量 测量 ,第 一 个 粒子 也 跟着 处 于 动 
量 本 征 态 ,而 在 测量 时 ,两 个 粒子 已 相距 遥远 难 通 “ 音 讯 ”, 第 一 个 
粒子 无 从 知道 第 二 个 粒子 是 在 测量 坐标 还 是 在 测量 动量 ,可 见 两 
者 是 “心有灵犀 一 点 通 ” 地 纠缠 在 一 起 ,“ 剪 不断 , 理 还 乱 ”. 

近年 来 , 随 着 EPR 关联 对 思想 的 建立 而 引发 了 量子 信息 领域 
的 理论 探讨 和 技术 研究 热潮 ,使 得 纠缠 态 表象 的 建立 和 发 展 既 有 
很 好 的 理论 价值 ,又 有 广泛 的 应 用 前 景 . 其 在 量子 力学 、 量 子 光 学 、 
量子 信息 中 都 有 诸多 的 潜在 应 用 . 


7.5 用 纠缠 态 表象 讨论 双 模 压缩 算 符 


光 在 非 线性 介质 中 的 参量 下 转换 过 程 所 输出 的 闲置 光 和 信和 号 
光 既 组 成 双 模 压缩 态 , 又 相互 纠缠 ,形成 纠缠 态 . 这 给 我 们 以 启示 ， 
双 模 压缩 态 是 否 与 两 体 连续 纠缠 态 表 象 有 关 ? 为 此 我 们 用 纠缠 态 
表象 构造 如 下 的 积分 型 算 符 ,并 用 IWOP 技术 积分 之 , 则 有 
= [41| л 
S; | čaja p Xal 
= [£ RS : exp[— Fa Tc z) (®-)+т (a: -5 


alal + ауа; — ala, А! : 


= exp(alaltanh A? exp[ Cala; + aia; +1)Insecha] 
exp(— a,a,tanh A), (7. 35) 


表明 S, 是 双 模 压缩 算 符 , 式 (7. 35) 也 可 写 为 
5 = [tala Ya |= ехр[А(а{а} — аа], p = e 
(7. 36) 
所 以 | 办 给 出 了 双 模 压缩 算 符 的 自然 表示 , 且 5, 对 | 用 的 压缩 作用 为 
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S, К = | 2) (7.37) 


即 双 模压 缩 算 符 以 与 经 典 标 度 变换 тишн PERA 


PILLE 叙述 到 这 里 ,我 们 自然 想起 Dirac 回忆 他 与 Bohr 的 一 段 


交往 时 说 的 ,* 人 们 颇 为 着 迷 地 听 着 Bohr 讲话 …… 在 他 给 我 以 非 
常 深刻 的 印象 的 同时 ,他 的 论证 方式 主要 是 定性 的 ,我 没有 能 够 真 
正 认 出 这 些 论证 背后 的 事实 . 我 所 想 要 的 是 可 以 用 方程 来 表达 的 
陈述 ,而 Bohr 的 工作 很 难得 给 出 这 样 的 陈述 . 我 真 的 不 能 确定 ,我 
后 来 的 工作 在 多 大 的 程度 上 受到 Bohr 这 些 演讲 的 影响 …… 可 以 
肯定 的 是 ,他 没有 给 我 以 直接 的 影响 , 因为 他 并 不 激励 人 家 去 构 
思 新 的 方程 . ”我们 这 里 构思 的 式 (7. 35), 将 纠缠 态 表象 与 双 模压 
缩 算 符 自然 地 联系 起 来 ,是 用 方程 来 表达 纠缠 与 压缩 相 联系 的 陈 
述 的 典型 . 

为 了 进一步 理解 EPR 所 提出 的 纠缠 概念 ,我 们 用 投影 算 符 
|g)a《d| 对 双 模 压缩 真空 态 的 第 一 个 模 场 施行 正 交 振幅 分 量 的 测 
1.19. 是 坐标 算 符 @ = aa + al) 的 本 征 态 ,为 此 要 计算 
1《q|Sz100), 由 式 (7. 36) 得 


2 
1491.5, 100 =a | |22 2)olo, т. зв) 
mpl 


用 (g | 00) = е3 s [p 8 Schmidt 分 解 式 (7. 30) 得 


14q | Sa | 00) 


АЕ dig ma (EB e Wang at 
Ута 


= [2.3% TUM (1.39) 
ти # 
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注意 到 4°) = dg dy ,对 dy, 积分 后 , 得 
15 | S; | 00) 


-好 | dn Tep- FE 加 一 A-t- -vz 2), 


ЕНИ ана wit 


e (rez) ut -9) | о 


т desee [- 5 340810147) F(1 
: AH) 10», (7. 40) 
6 p= e, MWA sech y = ET т» ta і, ж. 40) 化 为 
14915 | 00) 


2 Ld 
= х sech yexp(— £ +Zqaltanh y — tanh y)o. (7.41) 


这 是 一 个 单 模压 缩 态 ,由 此 可 知 , 在 对 双 模 压缩 真空 态 的 第 一 模 施 
行 正 交 振 幅 分 量 测量 后 ,第 二 模 相应 地 塌 缩 到 一 个 单 模压 缩 态 上 ， 
可 见 用 纠缠 态 表象 推导 (915, |00) 是 很 方便 的 ;这 启示 我 们 ， 有 
关 纠 缠 物 理 现象 的 解释 用 纠缠 态 表象 来 讨论 较为 直观 ,也 容易 解 
释 清楚 . 双 模 压缩 算 符 在 纠缠 态 表 象 中 有 如 此 简洁 的 表达 式 , 也 说 
明 后 者 的 引入 是 不 可 或 缺 的 . 


7.6 纠缠 态 与 Wigner 函数 


对 于 一 个 双 粒 子 纠缠 系统 ,其 两 个 粒子 是 如 此 地 纠缠 着 ,以 至 
于 没有 一 个 粒子 能 单独 成 一 个 态 . 换言之 ,处 于 纠缠 态 的 粒子 没有 
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自 个 独立 的 态 ,或 者 说 甚至 没有 独立 粒子 的 性 质 . 鉴于 此 , 当 仍 要 
用 Wigner 函数 来 描写 一 个 纠缠 态 时 ,此 Wigner 函数 的 边缘 分 布 
不 应 该 反映 独立 粒子 的 性 质 而 应 该 反映 出 整个 系统 所 处 的 态 呈 现 
的 纠缠 性 质 . 也 就 是 说 , 单 粒 子 态 的 Wigner 函数 其 边缘 分 布 分 别 
反映 发 现 粒子 处 于 位 置 q 和 具有 动量 请 的 几率 ,此 种 解释 ,必须 作 
合理 的 改进 和 推广 ,才能 适合 于 纠缠 粒子 系统 (尤其 是 多 粒子 情 
BO ,否则 就 将 不 再 是 物理 的 . 

首先 看 纠缠 Wigner 算 符 是 如 何 引 进 的 ,由 两 体 纠缠 态 |7) 与 
18? 的 完备 性 式 (7. 1) 和 式 (7. 7) ,知道 


2 2 
foes. exp{—| о – (a, — aD |? 2| y— (a, +а}) |) := 1, 
(7. 42) 


对 照 式 (4. 12), 有 理由 把 其 中 的 正规 乘积 形式 的 指数 算 符 称 为 双 
Ж Wigner 算 符 的 纠缠 形式 ， 


AG, у) = i : exp{—| о— (а — aD |? —| y — (а aD |) 5, 


(7. 43) 
AXES y=atf,co=a—-f RA 


= ' expl [а= (a — at) |? —| y— (а +al) |?) : 


= 2 + exp[—2(a* — а1) (а ai) — 208° — aD (8—a)] : 


= Д, (а, a* )A (В, 8°), (7. 44) 
这 样 构造 出 来 的 Wigner 算 符 ,其 边缘 分 布 分 别 是 


[eoace, 7) = — : exp{—(y—a, —ah)(y" 一 对 一 az)) : 


1 
x 
al 
x 


LEKE | ley (7. 45) 
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ferat = L | plies (T. 46) 
相应 的 双 粒子 态 | 办 的 Wigner 函数 的 边缘 分 布 分 别 是 


fegi A DIDE ID l (7.47) 


feri AG, у) 14) = L | 9p |? lye (7. 48) 


SHH | pC) |? 表示 当 纠 缠 双 粒子 系统 处 于 态 1y) 时 ,测量 其 处 于 相 
对 动量 V2& 及 质心 坐标 为 /2& 的 几率 ,而 1%(7)1? 表示 测量 其 处 
于 相对 位 置 /2 与 总 动量 为 /2 的 几率 ,也 就 是 边缘 分 布 反 映 了 
纠缠 

在 (yl( 由 式 (7.4) 给 出 ) 表 象 中 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 是 


А 
AG. У) - [22 | ec 一 办 (十 了 | er (7.49) 
т 
而 在 1&) 表 象 中 为 
2 . . 
ac. p = [28 let nietr| ee (1.50) 


用 有 序 算 符 内 的 积分 法 积分 式 (7. 49) 和 式 (7. 50) 可 以 验证 它们 与 
式 (7.43) 相 等 . 


7.7 纠缠 态 表 象 下 的 Weyl 38387 


上 节 中 我 们 “ 走 捷径 ?给 出 了 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 , 本 节 通 
AMA | B| p P Х Weyl 编 序 自然 地 给 出 描述 双 粒 子 纠缠 态 
的 Wigner 算 符 及 其 很 多 重要 性 质 . 


7.7.1 Gf IÉ I p X Weyl # F 
ЖРО | Hlal, at, ar, а) | p 这 一 矩阵 元 ,引入 广义 的 
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Weyl 变换 
d "yw t + 
мо, p = 4 | Hier c Hlal, al, ais а) | ot 
л 
(7.51) 


HT руту" Eb BE et ”是 傅 里 叶 变换 核 , 式 (7. 51) 09 38: 
傅 里 叶 变换 即 为 


#7," =h (о, y) 


《一 ?| Hlal, а}, ais a) loc = 
(7. 52) 
Ф s +n = с, a — = с WA 
(| Hlal, a}, а, az) |o?) 
d'y lr? ny RS a +o" 
[6 с)у (с с »1)к( 2 (7) 


(7. 53) 


ES a 
方程 (7. 53) zia [LS | oy ,右边 乘 以 | Eco! | ,并 利用 纠 
2 
缠 态 表象 的 完备 性 关系 | © | o)(o |= 1 给 出 
H(ai, a}, a1, аз) 
= је [2 Је ШЕ: ау" Kd t ft may (oe +g ; 7) 
(7.54) 
后 作 积分 变数 变换 d° o” d'a" 4d? od? т 得 到 
Н(аї, а}, а, а) = 4 [ev [toe pico, per "7 | с Gt 5l 
- [ety [е co, YA У) (7.55) 


其 中 定义 了 
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AG. D = 2 jagen о рот 00.50) 
这 就 是 纠缠 Wigner 算 符 . 利用 TWOP 积分 技术 对 式 (7. 56) BEAT 
积分 将 得 到 其 正规 乘积 形式 


AG; У) = x 1 exp[—| о |? —| у |? + y(al Һа) + y" Cai tar) + 
a(al — аз) +0" (a; — a$) — 2aja, — 2aja,]* 


(7.57) 
Шуа, = a—B sa s (a ip), B= But 
ip), 则 看 出 它 正 是 两 个 单 模 Wigner 算 符 的 乘积 形式 
AG; У) = Ala, a” ACB В") (7. 58) 
相应 的 密度 算 符 o 的 Wigner 函数 为 


2 
TrLoAG YJ] =W, у) = | P Iur rg a 7lplo—9p 
T 
(7.59) 
当 取 p= 二 | piy | 得 


Wo, у) = [2 Š yt py (о рет" (7.60) 


对 式 (7. 60) 进 行 单 边 积分 可 以 很 清楚 地 看 出 其 物理 意义 , 即 给 出 
函数 %c) 的 几率 分 布 


fare, > = | Enyce + Dp (G — DIGG) = lior 
x 
(7.61) 
更 进一步 ,假设 СОЕ ybo) 的 健 里 叶 积 分 变换 


Ko = |= S5 рех[ (Г е—ф 0/1 (7.62) 
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将 式 (7. 62) AR. 60028 H 


Wo, » [Psi "mr Dep © EU E DE k 
exp| 7(7° + c LE ) т (r+ E 


-j$ TOC oj: y+ DexpleQ +E о GJ 


-[55io- Dj' y+ Oexp(t'a— t^) (7. 63) 
那么 接着 作 以 下 的 单 边 积分 
fewo, y= [Sio- рро+р [ER оф") 


-[25o- Oj' otot = 11р 
(7.64) 


给 出 了 另 一 个 几率 分 布 . 这 就 说 明 УР о, 7) 是 正确 的 纠缠 Wigner 
函数 . 


7.7.2 £8 E MEXUT ET ASH AD 
利用 式 (7. 56) 及 纠缠 态 表象 的 完备 正 交 性 质 ,可 以 证 明 


Tr[ AG, NAC’, y)] = 2 (у у) (0 — a) 


Ge [C5 
(7. 65) 


Ep ауу) 28Qi 508 — 50. у= y іу. 根据 纠缠 
态 表 象 的 正 交 性 发 现 


2 2 
Tr) = [S56 | pe | 9 = Је [бео отоо 
(7. 66) 


191 


Ф а+т=т,о—т= А, 400 一 下 rd ,并 利用 
а 
| espo =P= = 80у) (7.67) 
及 式 (7. 60) , 式 (7. 66) 变 为 
а -—- 
Tr(p,e,) = a fee [e lo |o—po-qle, lot» 
а? d: / 
= 4 {eto | kety Го, | s- p [eae 
x x 
(c-7l5lo—75) 
2 g, dn . . 
4 [a od ”| 64 |e, lo—pexpGy' —3 у) X 
т 
d'y , , 
[26+ 7lgle—yq»xpGy' — 7 у) 
= dr [e yw, (z, DW, (о, у) (7. 68) 


特殊 情况 下 , 令 o, =| Pols o, =| <p |, 得 到 Wigner 函数 的 
迹 相 乘 规则 


d: 2 
Trop) =| (ol p 1 = ПЕ) 
-— [aoa rw, (а, Wi Gy) (7.69) 


可 以 看 出 ,跃迁 幅度 |(y18)1* 可 以 被 表示 为 两 个 态 的 Wigner R 
数 在 相 空间 的 乘积 形式 . 特别 地 , 当 o 和 o, 的 取 值 可 以 使 
Tr(p,e,) = 0, 那么 


[ated yw, (о, DW, о. 0) = 0 (7.70) 


这 告诉 我 们 , Wigner 函数 W, (о, YAW, (о, у) rh — EA RA 
值 的 ,这 也 正 是 Wigner 函数 不 能 看 做 真正 的 几率 分 布 函数 的 原 
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A. f p, = p, =p FASB Tro) <1, 方程 (7. 69) BAB 
ERO 
1 


—— — (7.71) 
[ваги о, эр 


4л < 


这 是 纠缠 Wigner 函数 的 一 个 很 显著 的 特性 . 
7.7.3 Wigner 函数 的 上 界 
在 (yl 表象 中 定义 如 下 的 两 个 波 函数 


expl y — yy" )9(a — p = ф Ор, JG p = p) 
(7. 72) 


利用 纠缠 态 表象 的 完备 性 关系 , Wigner 函数 式 (7. 60) 可 以 被 改 
写 为 


1 (у, 1 а 
Wee, у) = Е" GG = i. [ч | <q | go) 
1 
= EI ЕЭ)! (7.73) 
其 中 О = 1, 2) 的 归 一 性 由 y 决 定 . 从 式 (7.73) 可 以 得 到 
| Wels, y) |= 2 | Cpr 182 | (7.74) 


再 由 Schwarz 不 等 式 
| <é | ged l? 
= |[®%,. PEL [IY pane 
lí y I <Í ор! | ААД 
= 1 (7. 75) 
可 以 给 出 纠缠 Wigner KAH ESOS CR RAO 
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1 
wh 


| We, У) |< (7. 76) 


所 以 一 个 归 一 化 的 纯 态 的 纠缠 Wigner ЕКТ. 


7.8 纠缠 形式 的 Wigner 算 符 的 Weyl 4a PF 


既然 有 了 纠缠 的 Wigner 算 符 , Weyl 变换 也 应 该 推广 到 双 模 
形式 ,对 照 第 4 章 式 (4. 9) ,纠缠 的 Weyl 变换 为 


FQ, Pi, Qas Pa) = [воал со, NA у) (7.77) 


其 中 flo, NH FQ, Pis ©, Pr.) MARX Ny PE Ж. 现在 也 可 以 
将 第 4 章 的 任意 算 符 的 Weyl 编 序 展开 式 推广 到 双 模 情况 


ёрёр: 
p= a [SETE р, lel Bi в) X 
T 
2 
exp[ 222 a; — Ba] + aja) ]› (7. 78) 
= 


再 将 式 (7. 43) 代 入 到 式 (7. 78) ,可 以 得 到 Або, У) 88 Weyl 编 序 : 


Ala, y) =` dla — a} — Bat — a: — 0" ) X 
80а, +a} — (aba —Y')». (7.79) 
再 利用 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 则 有 
TAQ Pis 9, POL [аура DAC. D. (7.80) 


可 见 Weyl 编 序 形式 十 分 简洁 ,对 于 研究 量子 Tomography 理论 带 
来 方便 ,在 后 面 的 章节 会 给 出 详细 介绍 . 
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7.9 介 观 LC 电路 中 热 真空 态 的 Wigner 函数 及 物 
mex 


作为 上 节 的 应 用 ,我 们 求 介 观 LC 电路 中 热 真空 态 的 Wigner 
函数 及 其 物理 意义 . 


7.9.1 有 限 温度 下 介 观 LC 电路 的 真空 态 


热 场 动力 学 (TFD) 是 1975 年 Umezawa 和 Takahashi 4°", 
为 了 把 处 于 非 零 温度 时 的 系 综 平 均值 等 价 地 转换 为 对 于 一 个 纯 态 
的 期 望 值 而 引进 的 ,即将 算 符 A 的 系 综 平均 值 


(A) = Z (Qo Tr( Ae*™) (7.81) 


кей 
(A) = (((9 | A | 0¢8)) (7. 82) 


这 里 10(8)) 是 个 纯 态 , B= (Т), k ERRASSE ZO = 
TrCe 7) 是 系 综 的 配 分 函数 ,H 是 所 考虑 系统 的 哈密 顿 量 . 式 
(7. 81) 转 化 为 式 (7. 82) 的 方便 性 是 以 引入 一 个 虚 态 矢 为 代价 的 ， 
也 就 是 说 ,对 于 每 一 个 现实 物理 态 矢 |n) 要 引进 一 个 虚 态 和 撩 | 让) 相 
伴 , | 元) 与 | 分 属 不 同 的 矢量 空间 ,它们 相互 独立 . 相应 地 ,对 每 一 
个 现实 的 算 符 a, 也 要 引进 在 虚空 间 中 作用 的 算 符 &. 对 于 H, = 
wata 的 谐振 子 系统 ,Umezawa 5j Takahashi 指出 


| 0(8)》 = exp(at attanh 0) | 0, б) = S( | 0, 0) 
(7. 83) 
tanh 0 = eD 一 e, | 0(B)) 为 热 真空 态 , | 0, 0) 被 a Sa 


ER, SO) 被 称 为 热 算 符 , 它 把 零 温度 下 的 真空 0, 0) 变 为 热 真 
зз | 000), 
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S(O) = ехр[@(аа — а? 2')] (7. 84) 


在 有 限 温度 下 , 介 观 LC 电路 的 真空 态 变 为 热 真 空 态 . 为 了 研究 
它 , 可 以 引入 相干 热 态 咏 


lo = ex(- 3 1512 -m'—c à' -a' à*)l 0,0) 
(7. 85) 
它 具 有 正 交 完备 性 ， 


2 
[= | ode |= 1, (т | r) = лё(т—т)ё(т*—т°) 


(7. 86) 
因而 构成 一 个 表象 . 在 此 表象 内 , 热 算 符 S(9) 表 示 为 ， 
[dz _ 1+tanh 0 
SO) = [т | r/r ls p= [=the (7. 87) 
由 此 可 以 看 出 SOH | o" ЖЯ” 
500) | х) = 1/p | т/р) (7. 88) 


[dr 8 = |: BW 
| oco» -[£ | 2/0) < 10,0) = ae | 2/р?ет2 
(7. 89) 


换言之 ,|r? 的 引进 使 热 算 符 有 了 一 个 更 自然 的 表示 ,这 对 于 研究 
LC 电路 的 热 动 力学 演化 等 带 来 了 极 大 的 便利 . 


7.9.2 thi Wigner 算 符 
已 知 密度 算 符 的 Wigner 函数 定义 为 
Wb, q) = Tr(pA(p, q)) (7. 90) 


其 中 ACh, 9) 是 Wigner 算 符 ,由 于 满足 完备 性 关系 ,任意 算 符 A 
可 用 ACh, gq) 展开 ,所 以 AC(p, DIB Weyl 对 应 的 变换 核 ， 
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A= Javdgace. gp, д) (7.91) 
故 热 真空 态 下 任意 算 符 A 的 期 望 值 是 
《0(8) | A | 0(—)> = fardastcp, q)<0(p) | АС, 9) | 0¢p)> 
(7.92) 
其 中 
(QD | AG» 4) 100) = Wilp 9) (7.93) 


被 称 为 热 真 空 态 的 Wigner 函数 ,下 脚 标 “T” 代 表 “ 热 场 ”. 所 以 一 
混合 态 的 Wigner 函数 可 以 等 价 于 (0(p) | ACo q) |0(0)). 根据 相 
干 热 态 表 象 ,我 们 引入 热 场 Wigner 41, 


2 
Arte ) = [= |с—т)(о+г|ехрту` ж") (7.94) 


утаа, отат a= 069110) (7. 95) 


H IWOP 积分 技术 以 及 式 (7. 93) ,得 到 лт (о, у) IE BUR BUE SX, 


Arlo, У) = x? : exp[— 2(a! —a* )(a—a) — 20а! —e* )(4 —e)]: 
(7. 96) 


Arlo, 7) 与 一 般 Wigner ff Alp, I d 

2Tr. [Ar(o, 5] = АФ, Ф = 2 [dtear(o, у) (7.97) 
其 中 Tr. Rm FOU" —" BL H ЖЖЖ. 
7.9.3 热 真空 态 的 Wigner 函数 


由 方程 (7. 86), (7. 87) 和 (7. 94) ,得 到 
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S7 (B А: (о, MSC) = Ar(7/ps ро), tanh 0 = PET 
(7. 98) 
根据 式 (7. 98) ,计算 热 真空 态 的 Wigner 函数 为 
Wr(p, q) = (0(0) | АСР, 4) | 0C» 


= 2 [ ео, б | S^ OD AsCGe, 2 SCD | 0, 0) 


2 2 
2 еер lol? рр) 
2 
= 2 | аео (2) 
4 
Celt ао ET] 
u 
2 —4 2 
Eo cep Il 2 
ftx lel) 
2 


2 —2p (s 2 
= —— ae FP) (7.99 
xe pel dtp ) ) 


由 于 
2⁄2 _ 1—e 
BB 1+е 
所 以 WWr(p，9) 的 形式 为 


22 _ he 
ae? tanh 0 exp( ЗЕТ) (7. 100) 


1—e k йам š 
Wis Ф = teh рев +P] 
(7.101) 


7.9.4 介 观 电路 热 真 空 态 Wigner 函数 的 边缘 分 布 


在 坐标 和 动量 相 空 间 , 介 观 电路 热 真 空 态 Wigner 函数 的 边缘 
分 布 分 别 为 
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四 
fawo, q) = акты exp| ITem? ] 
ob. tanh’? (Вко /2) expL— p tanh(Bkw/2)] 
Ух 


(7.102) 
Al 


faro o нист а-и] 
wae x(1 + e°) 1 + e 


= tanh’? (Bhw/2)exp[— Ф tanh( Siw /2) ] 
Vx 
(7.103) 
其 中 
tanh 0 = e™ OD 一 efe? (7.104) 


量子 化 LC 电路 的 哈密 顿 量 为 H = F+, Q Al P? fh Weyl xt 
应 分 别 是 


Q Каћа) pm, tol aa")? р 


= RZ 
2ай, 2 (LC) 


(T. 108) 
所 以 储存 在 电容 里 的 能 量 是 
oW | | o> 
1 2 
一 Ганла op ГАС, д | 09) 
* yz 
= zc |a bate Гари, ср, o 
1 


= wie (Bho /2) [до exp[— d tanh( he /2)] 
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= i coth бе (7.106) 


储存 在 电感 里 的 能 量 是 
cop | Pr | op 
== gr [apaga te? осу | Ap, Ф 10» 


— 1 fy вәба ат)? 
= эг [ви еа a> [врет o 


= de. tanh"? (heo /2) [dpp exp[— prtanh(phw/2)] 


x 


= Ho coth Bho (7.107) 
所 以 处 于 热 真空 态 的 能 量 为 
H= ho сот Ghee (7. 108) 
也 是 系统 的 热 零点 能 . 


以 上 讨论 赋予 Wigner 函数 以 新 的 物理 意义 , 即 它 的 边缘 分 布 
XT D RI ABB ERR TOR LC 电路 储存 在 电容 和 电感 
里 的 能 量 . 


7.10 三 模 纠缠 态 表象 及 其 压缩 


观察 方程 (7. 6) ,可 见 17) 是 属于 (Q — QU #l ( P, + P,) B ZR E 
1 P, 
态 ,而 (Q — О, ) AICP; + PL) Rl TE 3058 Е, н [2 [а |жж 
系 的 ,R 的 形式 为 
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JM 1 
本 节 将 此 和 矩阵 推广 到 3X3 的 情况 ， 
es (= 01 
46 4s 6 
x meh. у Q 
| 42 42 
ale a ek: 
УЗ B B 
由 此 给 出 
1 
— (0, — 20, + Q;) 
Q mmo 
Q. 1 
K Q = | —-=@—@) 
Q, : 
[getet 
1 
— (Pi — 2Ps + P3) 
Р, % 1 
= 一 一 (P — P) 
和 в, | P T 
P, 1 
—(P, + P, + P;) 
48 1 2 


所 以 以 下 我 们 讨论 三 体 算 符 


{CQ — QD, (Q, + Q, +Q), (Р, — 2P: 十 Pi)} 
(7.109) 


的 共同 本 征 态 |p, Xi» Xo) ESI po o BARA 
{CPi — P) , (P, +P, E P), (Q, —2Q, +Q:)) 的 共同 本 征 态 . 利 
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用 和 求 式 (7. 1) 同 样 的 方法 可 得 到 |p, Xio XH 
| p> Xi X2) 


1 1 
= m exp[ 12° x15 ES + ve ipai — 2а} + a1) + 


Z na- ay 2 X. Gal +а Fa) — 2 Cal? — af + 2a?) 一 


loas —а{а} + 24а) 000) (7. 110) 
把 aj,j = 1, 2, 3 分 别 作 用 到 | o, Xi, X22 得 
а | р» х, X2) 
= (Bint 2 a, E x, ai ара) pr tis XO 
(7.111) 
а; | ps Xis Жз) 
-(- № is А х. + 14-24-24) py Lis Xe) 
(7.112) 
as | p» Ж, X 
= (Zi № +32 y+ ++ ai zal at) ps his Xo 
(7.113) 
从 而 可 见 


(Q. 十 Q +Q) | ps Xi X2) = X | p» Xi X2 (7.114) 
(Q. — Qs) | ps X X2) =X | ps №, X2) (7.115) 

(P, —2P, + P.) | p» Xi X2) = pl ps Xis Xa) (7.116) 

这 就 证 明了 我 们 的 结论 :|o，X: ，X: ) 是 算 符 式 (7. 109) 的 共同 本 征 
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aS. 利用 IWOP 积分 技术 以 及 三 模 真空 投影 算 符 的 正规 乘积 形式 
| 000)<000 |=: exp( 一 aia — аја —ala,) : (7.117) 
可 给 出 |p, Xi» X. > 的 完备 性 关系 : 


Быт аа | ps X1, xe Xi» XI 


= gas ааа + exf- $6 - 3-3 i+ 


VZ ical 2a} + a} — ai + 2a; а) +2 Xi Cal 


аі +а ta)+ ха] tal tal ta +a, +аз) — 


HOS — af + 2a! + 2a? — ai + 2a) 一 


1 
3 Gala; — ata! + 2alaj + 2a,a, — ауаз + ааз) – а 一 


ala, — айа; | : 
= - (7.118) 
由 本 征 方程 (7. 114) 8] C7. 116) ,可 得 


(Xi Xal (Q, – ©) | ps Xi, X2 

= XQ Xis Xol р, Xis X2) 

= (р, Xi» Х| ps Xis X2? (7.119) 
(р, Xis Xal (Q, +Q, HQ) | ps Xis X? 

= Xp» Xis Xl ps Xis X2) 

= Xi s Xis Xl p» Xis XD (7.120) 
(p's Xi» Xb] (P, —2P, + P,) | р, Xis X2) 

= (o, Xis Xal р» Xis X2) 

= olp» Xis Х| р» Xis X.) (7.121) 
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所 以 有 
(p's Xis X ps Xi» Xe) = Cp’ — p)B(Xi— X0805— X2 
(7. 122) 


los Xi» X, ) 是 正 交 的 . 为 了 揭示 |p, Xio X) 的 纠缠 特性 ,我 们 做 
le, Xi XO 的 傅 里 叶 变换 


a [ае le» Xi X2 


= Jatt ntir) @|-2+tx),® 
| 一 去 六 十 于 如 (7.123) 


"E 893) 25 Вр 


еа, хо = meer [da | ans @ 
us 


|— 2q +X +X): Q| q—Xı)se® (7.124) 

这 个 方程 被 称 为 |p, Xi» X22 的 Schmidt 分 解 , 它 告诉 我 们 , 当 测 量 

得 粒子 1 处 于 态 19) 时 ,粒子 2 PIAA SI | 一 2q 十 Xi - X0 ,而 粒子 3 
WAF | g 一 ,所 以 | ps Xi Xs) 是 三 粒子 纠缠 态 . 
同样 的 方法 可 得 |p, Xv» X. 93598 S IX, p p.) 


[Xs а,в) 


1 4 
= gusce [7 — dil gt а 2al ар + 
NOT 


x (aj — ai) + Pin al +a} +a +2 a? = а? + 2a?) + 
+ Фай} — ala} +2а4а) || 000) (7. 125) 
它 满足 本 征 方程 
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(Р, +P: +P) | X, о, р) = p, | X, о,» р) (7.126) 

(P, — Ps) | X, р» р) = p. | X, ps р,) (7.127) 

(Q, —2Q, + 9) | X, p> р,) = X | X, рү, р,) (7.128) 
X Schmidt 分 解 形式 为 


ІХ, р р) = = ех Ga* ta) [ap | Ф.Ә 


I— 25 p, t e^: 四 | pph 
(7.129) 
利用 
iq | р); = Qu)" eh, j —1,2, 3 (7. 130) 
很 容易 求 出 |p, Xi» Xs) 和 |X, р» o HABA 
(ps Xis Xa | X, о, o? 
3/2 1 1. 
= Ho exp(— tox 3 Xp. + zi х) 
(7.131) 
和 前 面 章节 一 样 , 用 三 模 纠 缠 态 表象 构造 如 下 的 积分 型 算 符 


5, = дааа | 2 
利用 IWOP 积分 技术 可 以 将 积分 求 出 ， 


Р, z, x і Ker X; Xe | (7.132) 


S, 2vZ (= їч). : exp] (1 дат) nal + asal taal) — 


2 
t "ESQ — af + 2a? + 4alai — 2afa} + 4а}а}) + 
12-1 

6 


X, 


2 


Tl "ES — aš + 2ai + 4a1a; — 2a1a4 + 4aza) |: 


hl 


(7. 133) 
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Фр = е, їапћА = 
S, = (sech А)? : exp[— (1 — sech à) (аа! + asal + asal) — 
G tanh AC(a? — a£ + 2a? + 4alal — 2atat + 4а}а}) + 


nh Aa! — ai + 2а? + 4a,a; — 2а,аз +4ara) |: 


(7.134) 
再 由 算 符 公式 (2. 41), 则 S, 化 为 
S, = exp(A'tanh A) exp(Bln sech A)exp(— Atanh А) 


(7.135) 
其 中 


A! 三 一 Кез — а} + 2a? + 4alai — 2ata! + 4ata}) 


(7.136) 
В = аа! +a,a} + аза} (7.137) 
组 成 封闭 的 SU(1, 1) 李 代数 ， 
[А', B] =—2A', LB, A] =—2A, [At, A] =—B 
(7. 138) 
那么 由 式 (7. 122) ASK (7. 132) 很 明显 看 出 S, 的 压缩 性 质 
S, lp, Xs do = ду 2,4, %) (7.139) 


利用 Baker-Hausdorff 公式 


eBe^ = B+[A, В1+ ГА, ГА, B]] 十 … (7 


‚ 140) 
可 以 求 出 下 面 的 关系 式 ， 


Sia Si a; cosh a+ + (2al + 24} a})sinha (7.141) 
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SsazsSs! = a;cosh A + ica +2a}—al)sinha (7. 
S,asS;' = ascoshà +È (2af + 2а} —aDsinhA (7. 
B| AW IEAERH 
в = L Da, P = DP, IQ. P.J = + 
46 1 46 a 2 
(7. 
并 利用 式 (7. 141) ~R. 143) 得 到 
SiQuSi = eQ, , S, Pe Sç! = e?P, (7. 


另 一 方面 将 5, , 即 式 (7. 135) ,作用 到 三 模压 缩 真空 态 


S, | 000) = (sech a)" expCA'tanha) | 000) (7. 


就 可 以 求 出 两 光 场 的 正 交 相 在 态 S;1000) 的 量子 起 伏 
((AQ,)’) = (000 | S7'QS, | uu 


a. 
= (000 | e^Qi | 000) = Lea 
CCAP, )?> = (000 | S;! PS, | 000) Š 
= (000 | &? P1 | 000) = ie? 
鉴于 
(AQ) = (000 | S;!Q,S, | 000) = 0, 
(AP, = (000 | S! P,S, | 000) = 0 a. 
所 以 测 不 准 关系 为 


AQ AP, = AQ) CAP =+ a. 


142) 


143) 


144) 


145) 


146) 


147) 


148) 


149) 


150) 
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7.11 三 模 纠缠 态 表 象 的 制备 


我 们 知道 双 模 纠缠 态 可 以 使 用 一 个 对 称 的 50 : 50 B Aro SE 
在 实验 上 得 到 ,那么 在 实验 上 能 否 制 备 |e, X, X,) 呢 ? 答案 是 肯 
定 的 ,下 面 给 出 具体 说 明 . 


设 粒 子 1 处 于 态 1 一 0), > exp( Eat ) | 0), ,粒子 2 和 3 处 


T 19= 0, @l| q= 0, 3 | q = 0), = exp(— уа? )1 0,5 ж 
三 个 态 分 别 输入 到 一 个 光学 网 络 的 三 个 输入 端口 作为 输入 态 ,这 


个 光学 网 络 发 挥 一 个 么 正 算 符 R 的 作用 ,在 R 的 作用 下 (R ER) 
能 做 到 


R| p=0): @ g=0)2 @| q = 0), 
ей! | 000) ~1p=0, = 0, X% =0) (7.151) 


对 照 式 (7.136) ,这 就 意味 着 


К(а? — af — а?) 
= Rá'Ea' R^? 


+ Фар аў + 2а?) Z Catat ala + 2ata}) 
= à' Ba* (7. 152) 


其 中 a1 = (al, а}, al) 


о о —-2 —2 1 
Е= |0 -1 0 Е 1 -| (7.153) 
о 0-1 1 —2 -2 


为 了 得 到 R 的 表达 式 , 让 
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RatR- = à! G, Ra,R^! = Gja; = aš, (7.154) 
则 有 
СЕС = B (7.155) 
所 以 解 方程 (7. 155) 1833] С P — IEXEAB EE, 


д _2 1 

ve ve 46 

1 1 

=|-=> 0 二 
G Z z (7.156) 

о. £l. 

43 B 3 


R ERRARE [a] Їй ИУ, RT VL FERR AEE G 
构造 ， 


3r dz, 
r= JII £5 | Gus ys | 


= fü dz 1 exp[ > (一 | z |° 十 DialGsz; + а — ala;) : 


x 


=: exp[a4' (G — Da] : = exp[a'(In@a] (7.157) 
这 其 中 应 用 了 关系 式 
exp[athAa] =: exp[ à'(A — Da] : (7. 158) 


4 In G = K, K' = K, 那么 时 间 演 化 算 符 为 R(t) = exp(it 
a Ka), 相应 的 厄 米 哈密 顿 量 即 为 


—— à'Ka (7.159) 


7.12 三 模 纠缠 态 表象 的 Wigner BA! 


利用 完备 性 关系 式 (7.118), 三 模 Fock 空间 的 任意 算 符 
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Hal, ai; а}, az; ah, as) 可 以 表示 为 
н = [jap ax, ax, [ах apao: [ax "apt opt || rax tax x 
Lo xs XQ Xo Xel X”, po po pre pel H 
| X^» pis ро) ХХ", prs pil p» Xa» X306» X3» Х| 
(7. 160) 
再 利用 内 积 公式 (7. 13148 
н = sà [evar ax, Пахава [ахаа [ара x taxtx 
Lo» Xi» XQ» X5» X51 (X, pis pl H | X”, pis ре) X 
exe| 一 Ор 7 + раа ХАВО + 
Tou xtd] (7.161) 
做 积分 变数 变换 ， 
о 一 五 一 0, Xi= qa — Xis X= qa X, (7.162) 
fF =F+p X1=q БХ, Х%= фа FX: (7. 163) 


X'=qg—X, p= Pa р» p= bine (7.164) 
X” =7+X, p= Pa Ho» p= Pin Ho (7.165) 


其 中 
P = p, — 2p, рз, 9 = q, — 29, + (7.166) 
әз = q, Tq, +939 q, = 9, 一 gs (7.167) 
Pa = P, + b, + Ёз, ps = b, — Ёз (7.168) 
并 计算 相应 的 雅 可 比 行列 式 
[оаа [Jarax tax – в[[арах, ах, Гаваа, dans 
(7. 169) 
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[ах "арлар, [I dx "dei de = вах dp, do, [|a GdP,54P 25 
(7.170) 
方程 (7. 161) 4648 


H= 2 [Tagao aps |a d. AB Qi» 928 Q> Pu Prog) X 
h(B, ds» diis T> Ёз, bua) (7.171) 
其 中 定义 了 
AC, Qj? din? 9, Pu Dus) 
d, d pom at 2i 
[Ге Lain — әл. )х 


| P—p d — Xi» d —JX Tp 4з T Xi; 4 T+ X; | 
(7.172) 


H TWOP 积分 技术 可 以 求 出 此 积分 ,整理 后 得 到 


ABs Qui dai 9 Pur Pia) 


es q; — ib; +] (gi + ib; 
= = 2 i — a; : 
x jl à | | 42 d | 42 : 


= [[a@) (7.173) 
与 单 模 Wigner 算 符 比较 ,有 
АФ, s+ Gass T Po Pus? = Аба) AG AGO 
(7.174) 


所 以 称 ABs du Quast 9 Pa’ Pin) HER Wigner Ж]. 很 容易 
可 以 证 明 它 的 完备 性 


fas, Gis? di 5 Q; Pi» Piz) d Pdq,, dq, dadh, dp,,, = 1 
(7. 175) 
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另 一 方面 ,方程 (7.171) ABs qas hai T Ры, Pres) 的 表达 
式 为 


АОФ, 43 923% d» Pig? Pus) 
Е 55 š 2i 
= [ах do, de,exp[ + P X— 14р 一 `3 92202 )x 


(Q—Xs bs — Or? Pros о | H|q+4 х, ba + py» Piss + 02? 
(7.176) 


所 以 ,h(F， quo dai do Piss Ру? R] DL 8 tE 34 H 的 经 典 对 
应 ,或 者 说 这 个 式 子 是 (9 一 X, рр bis 一 ps | H | q+-X, pi + 
Qvo bus 十 Pps) 的 Weyl 变换 ,因此 这 是 一 个 新 的 Weyl- Wigner 变 
换 公 式 . 

下 面 计算 Wigner ЯАР АС, ч, 45 d Duo Pros) AIR 
分 布 ， 

对 (7. 172) 积 分 ,可 以 将 ACP. 43, Quy; 95 Piss Pin) SRAN 
下 形式 


APs du Gast 9 Piso Pras? 


= 4 i expl > 10 Th Th Ida L pta + 


№ гуса} — za] Fal —a 4-2a; — a1) + d Glat — 2a} + aÍ + 
JZ 


а 2а, Баз) + 32 q (al a} Ба —a;) AZ iba (а аз 


+ V2 ч ч 
al a) —2 Djaja; + -gl Уа, + УЈа)) 
j=l = 


3 3 
Lip. Sa - Map]: (7.177) 
j= j=l 
所 以 对 араа, , dgqizs 求 积分 得 ， 


[| 2222.4. aG, Gs? din: d: Pu’ Pin? 
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=! exp[— +G + 3p}, Eph Lip, Leal aD — 


(a, —a3)] + Lf ipl Sa ал+ we q[ (al — 2а} + 
$i 


а}) + (a; — 2a; +a3)]+ [Фар Ë + 2a?) + Qat 

ai +208] Уа, + iati — —alal +2ala}) + 

os Re : (7.178) 
与 式 (7. 125) 比 较 , 可 以 得 到 


[apaq aa, aG. di? Test d Ёз, Pin) 


=6 | X, oon р, | ena 
(7.179) 
所 以 Wigner RAC W, = CE | ABs 0,55 92. T Ёз, Pin) |W) 的 
边缘 分 布 即 为 
e^ [Jagda, do. w, 


= (Ф| X, p» pX pp | Y? ee per 
=| (| X, o0? Vr a= hn (7.180) 
其 物理 意义 可 参照 式 (7. 48) 下 面 几 行 的 叙述 . 同样 的 方式 ,对 
Wigner Ж а qdp,,dp,,, HAA, 
[« gdpisdpiss MPs du dis 9° Ёш, Pres) 


= 6° | ps Xi XO(o А, Xa | (7.181) 


РВ. 037787 1278) 
得 到 We 的 另 一 个 边缘 分 布 ， 
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в [|а арар 
一 ео ie Me he HIM] ee, 


=| (| ps Xis Xa) lem zio taman (7. 182) 


作为 应 用 , 求 下 面 几 个 态 的 Wigner 函数 . 首先 ,对 于 态 1p, X» 
X2) 4t Wigner 函数 如 下 


Wi x. xp = (ps Xie Xo | Al os Xis X2 
/ax dx. NA Е 
k (iw it Finke )x 
8(5 — p —p)8(q, — Xi— Xi)08(,, — X2— Xe) X 
od = 0)8(4 + Xi— X)08Gy + X2— Xe) 
CP — 8G, — X:08(Q,, — X2) (7. 183) 


d me 


接着 来 求 三 模压 缩 真 空 态 的 Wigner 函数 ,压缩 算 符 式 (7. 132) th 
可 以 表示 成 ， 


S, = g^ [Tax anap, Ip X» до,» po (X, prs р 1. р е 


(7.184) 
所 以 三 模压 缩 真空 态 S, 0000 7 
[0 = 5; | 000) 
dod Xi d X; E, n. х 
"2 ze P 7 PM n )x 
ane ic +341 +20] (T. 185) 


那么 它 的 Wigner 函数 可 以 求 出 ， 


1 'dXidX, » 
Q] Al = aas Se es [paz aas [Jagax tax 2X 
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i А 21 1 
exp[ 3 qo ір Xı 3 Pis Xo ge +3x” 
n'D-iqemü HD] X 
x 
«(E 五 +ojs (8-а, +x )è 的 — qa + x, ]X 


ена 0) (an +% — х1) 


= Xex[ - +Q + 3pis + 2pies) 一 le Ф + 


3qis + Zaia) | (7. 186) 


其 中 压缩 参数 e “和 e* 体 现 了 不 同方 向 的 压缩 . S, 的 Weyl 经 典 
对 应 亦 可 以 求 得 ， 


" 
ui P t; ка|, E E) 


3/2 Hu 


sech? 5 exp[ tanh A 35,0, 25452 | 


as y 
(7.187) 
其 中 用 到 了 关系 式 ， 
aa tanh i А sa = sech i (7. 188) 
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第 8 章 纠缠 形式 的 范 氏 变换 


在 这 一 章 我 们 将 第 6 章 氢 述 的 范 氏 变换 推广 到 纠缠 态 表象 的 
情况 ,研究 其 性 质 , 并 用 它 来 导出 复 分 数 傅 里 叶 变换 核 , 以 丰富 变 
RA. 


8.1 基于 纠缠 态 表象 的 范 氏 变换 站 


近年 来 ,由 于 在 量子 通信 和 重子 信息 中 的 广泛 应 用 ,纠缠 态 引 
起 了 越 来 越 多 人 的 关注 .本 节 将 范 氏 变换 推广 到 两 模 纠缠 形式 ,并 
研究 它 的 特性 . 

ЖЕ 6-7) 相 空 间 ,给 出 纠缠 的 范 氏 变换 


au ` 
IE Ге D! —) — G-9* —a]FG. © 
x 
= DG, p) (8.1) 
SFO. 一 1 时 , 式 (8.1) 变 为 


d’ êd? 
| Š Лехр[ (ё WO —v'0--—9G' р" )] 


[eee е ере u 791-71 8.2) 


其 中 82 (€— а) = 8(6— WE — 0, 可 以 看 出 变换 (8.1) 相 
MT 


d 2 
FG. © -| рер 0) 0800" — FG. © 


ded? 
| £ Jl Ea v, €+ pexp(éq* — qe) (8.3) 


217 


x G. D DER A 


Гага nq» — ar —v X7 DG, O 
=F O (8. 4) 
将 式 (8. LARA (8. 4) 得 到 

[2&8 eq, o | Фере — oq =0) Q — v) Xx 

tHE р) 0—0) – р —v*)(€—/D)] 

dé dy oy ed Pins š 

= [28 eq » & dexp(é’n’* — g£ +E р р) х 

| d ud' v.a S Det pat eT omg 

x 

= [ezeyFer, & exp(é’y’* = Ga +" = €" > 

8? (y — pa? (g—#) 
= FG 0 (8.5) 
这 个 变换 的 Parseval - like 定理 可 以 证 明 为 


d d 
[1 Fo, EL 


2 2 2 4/42 ^ 
[25 "DG, ю | fed Y D" G/, uDexpL (i v— ру") + 


ЖЕ 


2 2 
(py = ly] x [S8 etur wnt (a — ug + 


G' — "E+ Q — ve" ] 
_ [алау ПИРЕ su 
= x DG, р) |d'u'd'v/D* O, и )ехр[ и" v — uv" 2 + 
Qv" р y 2] X0? (р р) G' —) 
2 „дё 
= | cue | DG. р) |? (8. 6) 
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例如 ,en ter +* 的 范 氏 变换 为 


er” torte” ew - | Eed tenpe wy —v") 
x 
(g — uv) (#* — p DJen torte” mm 
= e” °° [eee секет d 
= er exp[(y — »* (А) + wtr)" cto] 
= exp[ (m — А) +m" + y +w" + ov] (8.7) 
而 ev teme tx 的 范 氏 道 变换 为 
2ed? 
eon’ Horhe" n, | ает рге" — )-» a 
x 


G' у") (Е р) Јен "ret n 
= exp[— (m — №) tm’ +u БА" do] (8. 8) 


8.2 6? (v—a, ct dà) 6? Cu — a, — а) 的 Weyl 
Sa FR? 


我 们 来 求 82 (一 +ah)d (и — а — ah) № Weyl 编 序 ,利用 
PAEA ES їй #] # EXT ЗЕ 2:3 4E ETE 
8? (y — a, +a)? (и — а — ai) 
= [90-а tal) | GI OL 8? (Qi — a — aD 
x 
i[ PEPI | ce | eren mm o — p? (e — D 
x 
1 
2 


| pues |=, ee" (8.9) 


从 式 (8.9) 看 ,如 果 知 道 了 |w) СЕ HY Weyl 编 序 ,就 可 以 达到 这 一 目 
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的 . 利用 算 符 的 Weyl 编 序 展开 公式 (4. 57) 以 及 相干 态 与 纠缠 态 
的 内 积 


18. 8) =exp(—F lel? HEA HER RR LIA 


1 
5181) (8. 10) 


CA, = |) = екр( | gl? — aot +a 8 +B 一 
ligr-iigr) (8.11) 
TJ SH 15) CBE Weyl 编 序 形式 
| pie) =a [ AFB [IT aeree +B — 
la lp HIS L ep +68. — BB + 
2231. — ala + alan] 
= thexp[ 6р — € p + ela: aD + ба + al)— 
y (a; +a} +8" ба — aD + Zaba} — Зазаз | (8.12) 
即 得 到 
+ | pe | et nm 
= 'exp[(€— a, — a Gr. — al +a) — 
(qa, Ба) — al — 221; (8.13) 


将 式 (8. 13) 48 A BK CS. 9) 中 可 得 
8? (一 al 十 dd)82 (u—a, — al) 
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= exp a, —at)(v* —al +a) 
G — a; - aD (a` а-а) (8. 14) 


由 于 [al —a,, a, Tal] —— 2, 再 考虑 另 一 种 排序 的 算 符 ,用 纠缠 
态 表象 得 


8? Qu — a — а)0® (v — ai +a 
= y| | <p] e 7s — раа 0) (8.15) 
以 同样 的 方法 可 得 
+ | Op | expl ye? —ё]`)/2] 
= ‘exp[(y—a Ба)" — al — a) — 
E-a —a]) Gr —al a1; (8.16) 


所 以 
8 (и — a, — а)8® (y — ai +а}) 


= |ехр[ — ai +а}) 一 ai 一 az) 一 
(иа — ah)" —al +a] (8.17) 
8.3 6? (v—a, +a)” (g — a, — ai) MA 8 
Wigner $$ $ HAR 
两 模 Wigner 算 符 在 纠缠 态 表象 中 的 表示 为 
Alu» y) - [2x |v— 3G gl ev om (8. 18) 
т 
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利用 和 上 节 类 似 的 方法 , 即 用 式 (4. 57T AEE lv p vt gl 0 
Weyl 编 序 形式 


l»y— pc gl- DE G—a; +a}) X expLgG* — 241) 一 
n° (v— 2a) — 2(а{ — у‘) (а — v) + 2atas] 
(8. 19) 
HRG. 19) 代 人 式 (8. 18) 并 积分 就 得 到 


AQ) = 18° (u— a, — a? —a ab), (8. 20) 


它 仍 然 是 一 个 简洁 的 Dirac 6 - 算 符 函数 的 形式 . 那么 由 式 (8. 14) 
AICS. 20) ,得 


8? (= а +a)? (一 — a} 


техр[@ а—а})(у' —al +a) — р-а aj) —al а] 


2 2 
к WO —v*) — Gv" 一 六 


8? (4 — a — a8? (—a + ab 


2 2 
= рге ор 9) — - DE =p 180. 9 
(8. 21) 


这 就 是 Wigner WH Alu, VA 90 (一 +a} )d Cp 一 Qi 一 qi) 的 
范 氏 变换 (纠缠 形式 ) 互 换 式 . 式 (8. 21) 的 范 氏 逆 变换 为 


d d 
[38899 qa cae a; —а})ехр[— (€— р) y —v' 24 


(0—20) (6° — а" 2] 
H 2 2 4 42 2 
= Í TR Í — ays vexpL(€ р) —7) — Q— 
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vE 一 Ap )Jexpl— (€— н) Cy? —v*) + (р 0) Е" pp" )] 
= [S2 Ag: » V )exp(— vu" uv — pv" +p") X 


Гы VOE 0) Jexpl yy’ 一 六 +9° Gi’ — 
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= [0 s yDexpC— ур" +u" — pv" +p") 

5? (y — v)8% (и — и) 
= AG v) (8. 22) 
所 以 式 (8. 21) ASK (8. 22) 是 纠缠 Wigner 算 符 在 量子 相 空 间 的 范 
氏 复 积 分 变换 . 

在 式 (8. 22) вши (аар, 0 并 考虑 到 关系 式 


t + 
аа p, = 9—0 可 得 


4 !o d4E 


(8.4) 以 及 Q = 


[елаъдс, ури, у) 

= [ево o-a надао еа -ap | Sud Dy, у) 
exp[— (€—p)(q" —v ) (8—0) Е" и" )] 

= Геваре су a + abae еа — a) FG © 


-Jeero(» - 9 (p PP) 
(е 352 еа) o 


(222 PtP, QtQ тг) 


(8. 23) 


, , , 


42 42 V2 42 
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8.4 (aj—a,)"(a,+aj)” BY Weyl 编 序 


EON E FG EA ЛҮ FH RATT SER Cal — a)" (a, +a)” 的 Weyl 
编 序 形式 . AAPA ORRNKEEKARRENWAR, WG 


1 (4 Ии 
+]. рете wol (8. 24) 
1 (dg ENS 
LJE qler "92 =1 (8.25) 


TB [p FAL | ЮЙ E BY ЖЕ 77 BA SK (8. 24), (8. 25) ,有 
(aj 一 az)"(a + al)” 
Е + | re | p<é | eee »n 


rum 1 
- Г етерге а = а) (0 —al +a.) 一 


ра Fa (G^ — al — a1; 


= [ > imin! z 


nem-l 
ё > Rm C TE Ex 


e(t 2i + (a Ба — а EXE Liq Fai +a Ha) |+ 


[2i7 + iCal — ai — a +ао1[& — Hic! 一 ai +a, -4»]I 


2; AX "m Int dé, d(— p) "MT 

2:21 арон x | ESEC prer 
er 
exp (ain = ат In 
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5 ivy 忆 < (Q/2)**m In! : = 
--(z) 2 GOD Gn Dine Pel CQ — Q), 


=0 1=0 


ICP, — PJH. (QI +Q), — (P, + P2], (8.26) 


其 中 用 到 了 第 6 章 给 出 的 积分 公式 (6. 21), 可 以 看 出 这 种 将 (ai 一 
a;)" Ca, ai)" 化 为 Weyl 编 序 的 方法 简单 明了 . 同 理 , 可 以 给 出 
(a, Fai)" Cal —a;)" 的 Weyl 编 序 
(a, + аі)" Ca] – аз)" 
Ly A уч С D'Q2»*m!n! м 
== Í+) > > аа Dn XH "LQ 一 Q)， 


(Р, — P) JH, [CQ +Q), i(P, + Р] (8. 27) 


8.5 从 chirplet 函数 到 复 分 数 傅 里 时 变换 品 


对 于 两 体 关联 系统 ,我 们 已 经 找到 了 纠缠 的 Wigner 算 符 ,在 
纠缠 态 表象 (7| 中 可 表示 为 


2 . ` 
ACD» o - [2*1 7—o(qtelet* (8. 28) 
对 应 于 密度 矩阵 p 的 Wigner 函数 是 
d .` . 
Wo. D =[qtelply—ve’* (8.29) 


FREQ, Qs Pi, Pr) HAS Weyl- Wigner 对 应 函数 可 根据 
公式 


РО. Qs Pre P.) = [етер DAG D. (8.30) 


定 出 , 即 
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FG, Ә = Ax Tr[Ë(Q, , Q; Pi, POAG 0] 
2 ^ ` . 
= [Stu +e l PQ. Qs Pry Р) | qoet 
(8.31) 


其 中 FG, ORJAEPQQ:, Qi Pis Pr) MAS Weyl 对 应 . HR 
(8. 31) FLASK (8.1) 48 


| Se net ee por у) 0р0 —p IF Gp © 


a [оге Gn 一 六 ) 一 (9 一切 (6 р") х 


2 á . a 
eet" nto | ÊQ, Qs Pis PD | go? 


2 2 
[8 lexp[— „Ср —v* ) + ° (g — v) 18 (g— v — a) X 
cl ÊQ, Qs Pis Pa) | n— o) 
2 . E ^ 
-a [2e me" у+2 | PQ, Qs Pis Pa) |v) (8.32) 


Hie" = 2¢6_, | 20) 和 


G+ 2a |= (2a | exp| z Da CP P) 一 “CQ + ООЛ), v= + 


(8.33) 


18 4 [doen m +20 | 


=з [eec | 20) (2o | exp{ elm P Р,) —w (Q. Q1) 
i 


= 2066, | exp{ Dn (Pi Р,) — v| (Q, Q1) 


= 2n(£., | eom (8. 34) 
因此 式 (8. 32) 变 为 
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[ые ЮС 07) G-9X* —4 FG. © 
x 

= 2n(é-, | ЁСО,, Qs Pi, Р,) | ven (8.35) 
Җ (8. 35) 的 逆 变 换 亦 可 给 出 为 


2 | Sad vesti ор р E] 


(Bay | FQQi, О; Pis Pe) | pyeten? 
= FG. © (8. 36) 


3X8. 35) AIK (8. 36) 给 出 了 经 典 函 数 FC, £) 和 其 Weyl- Wigner 
对 应 算 符 人 CQ, ，Q:;， Pi ，P;) 相 互 变换 的 一 个 新 公式 ,丰富 了 量子 
相 空间 理论 . 作为 这 一 新 理论 的 应 用 ,考虑 下 面 的 Weyl- Wigner 
对 应 式 


4 
CE )] 


— exp{ EQ — Q)? + (P, P2! + (Q, +Q, + 
(P, — Pz)? —4]) 
= exp[ f(ata + 0/5) ] (8.37) 
代入 式 (8. 35) 有 


2 £1 
weit | i £ Texpl(é— p)(q" —v)— (q— we" р" )]X 


exp[ 5 al? +I EID] 
= 2xG.,l ехр[ f(ata+5'b)] | petri»? (8. 38) 


对 于 高 斯 积分 公式 


[28 exp (£— р) Cg" —v*) — (g—v)(g£* — pt emia te 
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C p P +I v DE? ›+ү шз” ит] 


(8.39) 


Айы 
-uge[- ES 


如 果 取 X —itan (至 5) Re f= i(F а), е^ — ie* BAG 


—А io x 11 
+1  2tna' А'+1 2 2sina 


(8. 40) 


因此 式 (8. 39) 的 左边 就 变 为 


dedy 
a ip] ER Лех (6 — p(y" —) — 0 рех 
exp[itan(4 — $) | n +l ë I] 
1 idel? +1012) ри" — 
msexp| заа Гр LE Y iu, — mw) | 


(8. 41) 


其 中 exp[ itan( 至 一 号)(1 oi HL ED | 代表 一 个 无 限 长 的 明史 
函数 . 综 上 所 述 , 得 到 


(| exp[i (Z-a) a +60) |i » 


— а 110 12) wt — pty 
адс] 2tana 2sina ] (8.42) 


5k CB. 42) 的 右边 ex [lal +) —p > a A asas 


2tana 2sina 
里 叶 变换 的 积分 核 ,文献 表明 ,该 积分 核 可 以 经 过 旋转 的 像 散光 学 
系统 模仿 量子 纠缠 而 得 到 . 
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4593€ Е: Tomography 理论 和 
Fresnel 变换 的 关系 


层 析 成 像 (Tomography) 也 称 计算 机 层 析 (断层 ) 成 像 (Com- 
puterized Tomography，CT) 或 计算 机 辅助 层 析 成 像 
(Computerized Assisted Tomography, CAT) ,是 指 在 不 损伤 研究 
对 象 内 部 结构 的 条 件 下 ,利用 某 种 探测 源 , 根 据 从 对 象 外 部 设备 所 
获得 的 投影 数据 ,运用 一 定 的 数学 模型 和 重建 技术 ,借助 计算 机 生 
成 对 象 内 部 的 二 维 或 三 维 图 像 , 重 现 对 象 内 部 特征 . 层 析 成 像 不 同 
于 从 “图 像 到 图 像 ”的 常规 计算 机 图 像 处 理 技术 ,而 是 由 投影 数据 
重建 反映 对 象 内 部 特征 的 图 像 ,是 一 类 特殊 的 图 像 处 理 技术 , 常 称 
为 “图 像 重 建 ”. 具体 点 说 ,经 典 的 X 射线 断层 摄影 术 是 从 一 大 组 
一 维 函数 的 知识 构造 出 一 个 未 知 的 两 维 函数 рст, у). 在 医学 上 
的 应 用 就 是 把 X 射线 穿 过 人 体 某 部 位 的 一 个 二 维 层面 ,X 射线 被 
吸收 后 给 出 一 个 信息 ( 相 ) ,把 在 不 同 的 直线 方向 上 的 “ 相 ” 加 成 一 
个 密度 函数 ,以 形成 一 个 一 维 函 数 F(0，z) ,然后 让 人 体 转 动 多 个 
角度 0, ,得 到 F(0,, s), s 是 坐标 原点 到 X 射线 的 距离 


Е(0,, s) = RT(DG, у)} 
D(a, у) = (ВТ) (Е(0,, s)) 


其 中 工 代表 量子 Tomography 操作 ,R 是 转动 操作 . 
根据 海 森 堡 测 不 准 原理 ,如 果 我 们 测量 坐标 就 无 法 同时 得 到 
动量 的 精确 值 , 即 无 法 同时 精确 地 得 到 量子 态 的 所 有 信息 . 但 是 可 
以 通过 对 相同 的 量子 态 做 大 量 的 观测 来 得 到 多 方面 的 信息 ,那么 
能 否 从 这 一 系列 的 实验 数据 中 推断 出 量子 态 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 
在 Wigner 函数 的 基础 上 ,物理 学 家 发 展 了 量子 力学 中 的 
Tomography( 断 层 摄影 术 ) 理论 2 ,该 理论 的 内 涵 是 :只 要 测定 了 
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某 个 光 场 的 Wigner 函数 的 各 个 方向 的 边缘 分 布 , 就 可 以 了 解 到 光 
场 的 全 部 信息 (在 医学 检验 中 ,无 损伤 探测 CT 扫描 投影 成 像 是 平 
面 的 ,但 由 Tomography 理论 ,就 可 以 推断 出 三 维 图 像 ). 

本 章 将 在 Wigner 算 符 的 Radon 变换 的 基础 上 ,详细 介绍 量 
子 Tomography 理论 . 


9.1 傅 里 时 切片 定理 在 Wigner 算 符 理论 中 的 应 用 


本 节 利 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 和 Weyl 编 序 理论 ,把 传 里 
叶 切 片 定理 应 用 到 Wigner 算 符 理论 中 ,得 到 了 某 个 纯 态 的 投影 算 
符 , 再 进一步 研究 发 现 :此 态 是 完备 的 ,可 构成 量子 力学 新 表象 . 引 
人 此 态 的 共 罗 态 ,由 这 两 个 相互 共 恩 态 构 造 了 广义 Wigner 算 符 ， 
经 过 研究 发 现 态 y 的 新 的 广义 Wigner 函数 的 边缘 分 布 恰好 是 量 
子 tomogram, 该 结果 非常 有 助 于 量子 力学 中 的 层 析 成 像 
(Tomography) 理 论 的 研究 . 这 不 仅 丰 富 和 发 展 了 量子 相 空 间 分 布 
函数 理论 ,而 且 开 辟 了 寻找 量子 力学 表象 的 新 途径 . 

在 量子 力学 中 鉴于 海 森 堡 不 确定 性 原理 ,同时 确定 粒子 的 坐 
thx 和 动量 户 是 不 可 能 的 ,于 是 ,也 就 难于 确定 相 空间 中 粒子 的 代 
表 点 .然而 ,在 1932 年 Wigner 是 第 一 个 引信 类 似 于 经 典 概率 分 布 
函数 的 人 (该 函数 也 就 称 为 Wigner 函数 ). 今天 ,Wigner 函数 理论 
成 为 量子 统计 的 主要 课题 之 一 . Feynman 总 结 了 Wigner 函数 的 
思想 是 基于 提出 如 下 问题 :在 量子 力学 中 是 否 存在 分 布 函数 
Wz, p) 满足 如 下 关系 (为 了 讨论 方便 ,本 章 用 z. X 来 标记 坐标 
及 坐标 算 符 ) 


рор) = | We, pdz, (9.1) 
PG) = | We, pap. (9.2) 


其 中 P(z)[P(p)] 是 在 坐标 空间 (动量 空间 ) 找 到 粒子 在 位 置 z( 具 
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有 动量 p) 的 概率 , 式 (9.1) 和 式 (9.2) 的 解 恰好 是 Wigner ЩЖ, 
PEP #20 Wigner 函数 的 两 个 边缘 分 布 . 在 一 维 情形 下 ， 
由 密度 矩阵 o 描述 的 量子 态 的 Wigner 函数 定义 为 : 

Tr[pAlz, 力 )] = Wz, р) 


1 (= » 
2x (z+¥|elz Z edv, k= 1. 


(9. 3) 
其 中 


A(z, р) = | |z 2020 |” 09.4) 


就 是 Wigner HH. 

首先 简要 介绍 一 下 健 里 叶 切 片 定理 9. 它 又 被 称 为 傅 里 时 
投影 定理 ,该 定理 是 层 析 成 像 图 像 重 建 中 的 一 个 重要 定理 . 它 是 针 
对 实际 二 维 空间 而 提出 的 . 

令 f(x， 加 ) 表 示 图 像 函 数 ,(z, p) 平 面 上 一 条 射线 方程 为 


хсоѕ 6 + psin 0 = t. (9.5) 


沿 一 组 由 6 决定 的 射线 取 SC р) MAS I H RABY KW 
平行 投影 Ps(z). 显然 , 当 投影 角度 0 BERE P, y DUN t 的 函数 . 
相 空 间 原 函数 f(x, р) — HERR E RA 


ined i 
Еби, о) = Jt: fla, phe“ агар. (9. 6) 
定义 在 坐标 系 (t，s) 中 沿 1 方向 的 投影 Ps(t) 
P,(t) = n NI TR 


=| | “ez, ia — zos 0— psin азар, 


其 中 坐标 系 t-s 与 原 坐 标 系 x - p 的 转换 关系 为 
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Us cu (9.8) 
Ps(t 的 一 维 傅 里 时 变换 为 SA ,其 表达 式 为 
5,00 =| Pea. (9.9) 
用 关系 式 (9. 7) , n| 4848 B nF Hp RE HERE ASA 
5,00) = [E posee атар — (9.10) 
它 又 称 傅 里 叶 投影 定理 ,可 记 为 
5,04) = FQcos 0, Asin 0) (9.11) 


由 此 可 见 , 图 像 fCz, p) 沿 与 x 轴 成 9 角 的 直线 投影 Po(i 的 一 维 
傅 里 叶 变换 ,等 于 图 像 С, 思 ) 的 二 维 傅 里 时 变换 Fu, v) 在 其 
“空间 ?频率 (zx 一 MXcos 0, v=Asin 0) ЖІН. 当 投影 数据 个 数 Noo, 
即 可 获得 无 穷 多 的 投影 数据 时 ,我 们 就 可 以 得 到 F Cu, v) 在 平面 
Cu, 2 上 的 所 有 值 , 再 由 二 维 傅 里 叶 逆 变换 


+оо 
fa. p = || Fan oem às — can 


HERR. ЯШЕ EE ph JJ] H XE FB ДЕ БЕЗЕ WE A ILE LR CT omo- 
graphy) 理 论 和 构成 实际 图 像 重建 算法 的 基础 . 
取 特 殊 情 况 , 当 0 = 0 时 ,可 见 


Sa- (u) = Flu, 0). (9. 13) 


DUP EEVDREHIS E hrJ H Eie V AB) Wigner 算 符 理论 中 会 出 
现 什么 样 的 结果 . 


9.1.1 Wigner & 4t t f E » y] Jr E A 
将 傅 里 叶 切片 定理 写 为 更 通用 的 形式 
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Sp = ME flay p)e ? 07 dzdp (9. 14) 


其 中 jy flv 都 是 实 参数 ,把 式 (9. 14) 中 的 f(x, РӘН Wigner 算 符 
代替 ,并 利用 式 (4. 28) 和 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,可 以 得 到 


je 
Ji drdpe®™=™™ Alz, р) 

+оо z LI Н 

= | | draper асе — 3080 РУ! 


=: team : = еи, (9.15) 


HERO IDARO 11) 并 结合 式 (9.9) ,我 们 猜测 еә 是 
某 个 投影 算 符 的 传 里 叶 变换 ,假设 该 投影 算 符 为 |z),, us | 


res 
e OW) 一 f. dz | х), (z |е“. (9. 16) 


另 一 方面 ,将 式 (9. 16) 与 式 (9.9) 和 式 (9.7) 比 较 , 可 以 看 出 
|z)wwv(z| 应 当 是 沿 某 些 定向 的 积分 ， 
+оо 
[2 a ede |= [ aa, р')8(а— z'u — p'y)dz' dp’ 
(9.17) 


现在 求解 满足 上 述 关 系 的 态 矢量 | xz),,,. fE sN (4.12) KAR 
(9. 17) 并 借助 有 序 算 符 内 的 积分 技术 得 


MEZA =) leote, 
二 元 


dl ap bee Pi CX)! , 
ти 一 oo 


CN ES берлсе y. (9.18) 
利用 真空 态 的 投影 算 符 
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10)(0 |=: е" :, (9.19) 
可 以 分 解 式 (9. 18) 的 右边 为 


Саси? V] + exp[- 25 (+ = )- 
" ety pow uci 


ta— — tiv т Loi y 
аа 50и) eF }: 

一 | zy, (z |+ (9.20) 
从 式 (9. 20) 中 可 以 看 出 |z), ,的 显 式 为 


Iz. 


= 2 -1/4 PER. 42a! _ p+iy 

E TO e It и Eee] m 
(9.21) 

BRAG M и = 1, v= 0 时 , 式 (9. 20) 化 为 如 下 形式 


-G-* 


:一 | z)(z|， (9. 22) 


|z |= e 
x 


%4 y= 0, v = 1 8,09. 20468 


PM Lor 4 sev in| ppl (9.23) 
x 


所 以 称 |z),,, 是 介 于 坐标 表象 与 动量 表象 间 的 一 个 新 表象 . 利用 
有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,可 以 发 现 其 满足 完备 性 关系 


“too poo 1 " 
| dz | х), ,, (z | Í dr: gp := 1, 


CA 
(9. 24) 

从 式 (9.24) 和 式 (9. 21) ,可 以 看 出 |z),,, 正 是 算 符 Xp 十 Py 的 本 征 矢 
(Xp + Ру) | х), = х|х)„, (9.25) 

根据 Weyl 量子 化 规则 , 式 (9.17) 中 的 函数 8C = p — p'u) AY 


235 


ERARD pve C | B8 BOSE BY. 把 式 (4. 280 RAK 09. 17) Д 
Bl | x), ,,. (21 Weyl 编 序 形式 ， 


Mee Uu , , n? , u : 
Га, = || apara Wp’ — ia Y L — Xp — Р) 


= BG-P —pX).. (9. 26) 


将 上 面 结果 与 标准 Radon 变换 关系 中 作 比较 ,可 以 得 出 结论 ; 
а), Cr | IE Ж Wigner 算 符 的 Radon 变换 , Wigner 算 符 的 
Radon 变换 关系 式 为 
[ [T irapa- —yp ACs р) =| x), vz | 
(9. 27) 


Hi Jn] 54 |2), ,的 引 人 是 不 可 避免 的 . 这 样 ,我 们 就 从 传 里 叶 
切片 定理 发 现 了 一 个 新 表象 ,对 于 任何 态 |y), 它 的 Wigner 函数 


WG', p) = (pl AG', p) 14) (9.28) 
ра ЕАС BOE Ze [В] Bj ЭЕ EK T 


i 
[| аар бс — per’ рМ а", р) =| pl ns |? 
(9. 29) 


根据 量子 态 的 Tomogram 的 定义 ,我 们 知道 1(y|z),, ,1? 就 是 |y) 
的 tomogram. 由 此 可 见 ,引入 态 矢 |zx),,, 有 助 于 研究 量子 态 的 层 
析 理 论 (Tomography). 

例如 ,车 |y) 是 一 个 非 归 一 化 的 相干 态 | 2) = exp(za') | 0), 
其 量子 tomogram 为 


| Cz | x), 1? 
2 


= 2 x = z | 
CEng? +,)] exp] Z+ " 2 i 


zl Vz ү Qe) e] 
Ti Cu 


(9. 30) 
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再 如 粒子 数 态 1n) ,由 厄 米 多 项 式 (2.18) 可 以 得 到 


(n | x». 
__1 æ . 
Bi aee | Dav let =o 

1 2? " z 
H, — |, 
Jaling ty" ON 2007 ЕУ) (45 + ) 
(9.31) 

所 以 粒子 数 态 的 Tomogram 是 


lin] x, 1 


1 2? j т Ї 
si | ze Li 227): 


(9. 32) 


9.1.2 态 矢 |zwv 的 性 质 
现在 计算 内 积 (zx |z),,,, 其 中 |z ) 为 普通 坐标 本 征 态 ,由 
(z' | (X + P) | 2), 
(uz ivo)! |а), 
zG' E у: (9. 33) 


y 


可 以 解 得 

[CM ao = се Go, (9. 34) 

其 中 < 是 归 一 化 常数 ,其 大 小 可 以 由 下 式 求 得 

we 
(2! at) = [de | pan bz | 25 
PO 

一 | c | Гр — =)= +i EQ” 一 2^) Jaz 
=| c [*2xy8(G' — z”) = 8ё(х'— z”), (9. 35) 
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由 此 可 见 


(2! |, = ee ch (9. 36) 
z),, LA EEE 
pba! Lalas = [dne | e a, 
a [i-is I: А / dx 
РЕ р 1 " 1 " 2v x х 
= a — 2) (9. 37) 


所 以 |z),,, 满 足 构 成 一 个 新 的 量子 力学 表象 的 条 件 , 即 正 交 完 
ЖЕ. 


9.1.3 |x), Je 382 K |Р). 


FEARS HES A |x), WHEE 1р), 019. 利用 式 (4. 12) 完 成 
下 列 Wigner 算 符 的 Radon 变换 


[аавв — ах! — тф')Д(х', р) 


(9. 38) 


Мк +e) 
其 中 (c, r) 是 两 个 独立 的 实 参 数 . 利用 式 (9. 19), 可 以 将 式 (9. 38) 
的 正规 排序 指数 算 符 分 开 为 
p 12р + r— ig 
exo] Wea tree icra sa" |x 
xivep i 
Гоо | еко iS ia + руа 中 
(9. 39) 


1 
= 1 үкенә! T 


通过 引入 新 态 矢 


, | 
| Pree = UG! +T Mexp| 一 EH + itp, 并 
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r—i р 
TPE ] |0), (9. 40) 


可 以 得 到 
[[аауз‹р—о'—‹рЭма', р) =| p... (p| 
(9. 41) 
ERY Hs EAA | p), us (РЕ Wigner 算 符 的 另 一 个 Radon 
变换 . 1р), .满足 完备 性 关系 ， 


Гат. А a gtr = 1, 
= М +e) = 
(9. 42) 
12)。- 亦 满足 正 交 性 
«OL Pee 一 3( — p). (9. 43) 


FRASER |p. :是 完备 正 交 的 . 可 以 看 出 |p)。,; 是 算 符 (rP 十 eX) 
的 本 征 矢 


(cP +0Х) | р) = p bou. (9. 44) 
MRBR(Xpt Pv) A GP d 6X) KAHL $ BJ RETE RAE 
们 必须 满足 以 下 条 件 
шо = 1 (9. 45) 
这 时 有 
[CXu + Px), GP +0Х)] =i (9. 46) 


XXI | z2,,, 53 | p2,, EMRE AKA, (Хр Pv) Al(cP HX) 
在 相 空 间 中 是 两 个 新 的 正 交 量 . 
另 一 方面 ,根据 


wd | GP 0X) | p>... = р„,\х| py... = (z | Dare 


E 
dai” 
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welt GP +X) | Pane = z, (z | Pare = iF nels | Pee 


(9. 47) 
可 以 求 得 如 下 关系 式 
wiz | P = (ир —or),, 62 | (9. 48) 
s | X = (rx р), (p | (9. 49) 


9.1.4 利用 态 矢 |z),,, 和 |p)。,: 构 造 新 的 广义 Wigner 
算 符 
HRC. 24) 和 式 (9. 42) 可 以 构建 一 个 新 的 广义 Wigner 算 符 
Anew Сх, p) 
1 


= ' «тоны eo by 
x JG! +) tr) 
(9.50) 


它 是 由 以 下 积分 结果 得 到 的 
д, P) = | [Тагар Гаара — px’ — vp") x 


1 o epi) ra ore pt 
Slp — ax" — rp") :er =D- a, 
x 


(9. 51) 
这 是 因为 完成 对 dz 的 积分 导致 以 下 结果 
Јад... D =] p... CP Ls (9. 52) 
而 完成 对 dp 的 积分 则 得 到 
[ap c D =| Dal. (9.53) 


与 式 (4. 68) MK (4. 69) 比 较 ,看 到 A... (>, р) Ri MPI Wigner 
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算 符 相 似 的 意义 . 这 也 是 为 何 我 们 命名 Anew (z, p) AS” XL Wigner 
算 符 的 原因 . 进一步 比较 式 (9. 52), (9.53) 和 式 (9. 27) (9. 41), 
我 们 发 现 
Hoo +00 
Гаара — a — oA. р) = [azas Ca, р), 
(9.54) 
及 
+оо +00 
[алараа а руде, р = [apte Gs р). 
(9. 55) 
XET AA SE BO ЖБ | VO H Wigner 函数 We Cz, р) =(P | Ass Gr, 
b) | o, 发 现 它 具有 以 下 边缘 分 布 
| asw, ca, р) 
= [Саара агг — ow | AG, р) | W> 
=| Wp)... |?» 
(9. 56) 
zt 
Гари, се, р) 


= 
= IE dz'dp/8(x — pr’ ур) | Ala’, р) | VO 
=| wo,,, |’. 

(9.57) 


其 中 | 更 (加 )。 POV, PISE Da Clen 表象 中 找到 粒子 
的 概率 成 正比 . HFC] Сс), PIILEE.. l? E POS EE 
tomogram， 于 是 这 个 新 Wigner 函数 的 边缘 分 布 就 是 量子 
tomogram. 最 后 ,可 以 看 到 这 个 新 Wigner 算 符 也 是 完备 的 
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арад... b) = 1. (9.58) 


另外 ,由 式 (9. 24) #155 09. 42) 还 可 构造 另 一 新 的 广义 Wigner 
FER ALS Cr, p) ,其 表达 式 为 
x 
x V( t y) T 7)0— р) 
1 [== GX +P} _ 
1-7 | ш + 
25[ — (X +P) I[p— (aX + :P)] = 
VG! FYE + 17) 


ш-н), (9.59) 


AL. (zs р) 


з exp 


其 中 7 是 相关 系数 , 式 (9. 59) 与 统计 学 中 随机 变量 的 二 维 正 态 分 
布 类 似 ,是 一 种 广义 Wigner 算 符 ,因为 对 它 进行 dz 积分 将 导致 


+o 

Гаде, р) =1p Ф, (9. 60) 
而 对 dp 积分 导致 

Гарм, m =1 а), us. (9. 61) 


式 (9. 60) RISK (9. 61) 对 于 学 习 量子 tomogram 是 很 有 用 的 ,因为 
lan аф) Elus СТУ 1 J] 就 是 态 |y) 的 tomogram. 
通过 把 量子 统计 中 的 Wigner 算 符 应 用 到 经 典 傅 里 叶 切 片 理 
论 中 ,导出 态 矢 |x),,,, 这 不 仅 开 辟 了 寻找 量子 力学 表象 的 新 途 
径 , 而 且 进 一 步 研究 发 现 该 态 的 投影 算 子 |x),, 。,,《z| 正 是 
Wigner 算 符 的 Radon 变换 . 在 此 基础 上 我 们 又 引入 |z),, WIE 
态 12)。-, 利 用 这 两 个 态 建立 了 包括 新 的 广义 Wigner 算 符 在 内 的 
量子 相 空 间 理论 . 研究 发 现 态 少 的 新 的 广义 Wigner 函数 的 边缘 分 
布 恰好 是 量子 tomogram. 因此 , 态 矢 |z),,, 和 |p)。, :的 引入 有 助 于 
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研究 量子 态 的 层 析 理 论 (Tomography). 同时 还 揭示 了 广义 
Wigner 算 符 与 统计 学 中 的 随机 变量 的 二 维 正 态 分 布 形式 上 的 类 
似 , 于 是 统计 学 中 计算 的 结果 可 直接 应 用 到 量子 力学 中 的 Wigner 
函数 理论 和 tomogram 理论 中 去 . 

附 :CT 的 基本 原理 

— O63829 L 的 X 射线 沿 n 方 向 人 射 到 物体 上 ,物体 在 x 点 
处 对 射线 的 吸收 能 力 为 p(x) (一 般 来 说 p(x) 正比 于 物体 在 x 点 
的 密度 ). 因此 沿 着 光路 有 光 强 变化 方程 


a =— o(x)I 


积分 得 出 射 光 强 为 1 = Texp| 一 [pod] ,积分 对 光线 所 在 直线 
进行 ,ds 是 直线 线 元 长 .把 x 分 解 为 x = 中 十 rz, 这 里 的 +* 是 垂直 于 
的 矢量 ,于 是 PCn, 9 = n ° = fods = [^ рса ода вя 


测量 的 . 

实际 操作 时 可 以 把 物体 看 成 由 许多 二 维 平 面 堆积 而 成 ,只 需 
研究 二 维 情况 ( 层 析 ) ,然后 再 把 分 析 结 果 组 合成 三 维 图 像 . 

在 二 维 情况 下 


PO, т) = F plscos 0 — rsin 0, ssin 0 + rcos 0) ds 
= E J: р(х, у)д(х * n — rdrdy, 


这 就 是 Radon 变换 . 通过 反 变 换 即 可 从 PO, rt) 得 到 p(x, у) —— 
重 构 . 


9.2 关于 Radon 变换 的 定理 一 则 65 


利用 这 个 定理 可 以 由 Wigner 算 符 的 Radon 变换 产生 连续 变 
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量 的 多 模 纠 缠 态 密度 算 符 ,这 为 我 们 获得 多 模 纠缠 态 表 象 提供 了 
一 个 新 的 方法 . 下面 给 出 这 个 定理 . 

EB MRL) RIEN Ё = Ё(Х, P) 的 本 征 态 , 即 满足 
В| о = 10,017) =80—r) ,并且 算 符 久 是 Weyl 编 序 好 了 


的 , 即 尺 = "R^. ЖА 
| cr |= [dpdzatr—RG. ОЛАСЕ, p) (9.62) 


其 中 Р(х, р) 是 算 符 尺 的 经 典 Weyl 函数 , A (z, p) JE Wigner 
算 符 . 

下 面 证 明 这 个 定理 . 

根据 Weyl 对 应 规则 ， 


R= [вра с, p, р) (9. 63) 


HBA R — ВРЕЛ 8 -函数 的 性 质 ,有 


ID [во r) | farse R Ir) 
= ja ioe- i r) 
= fer’ Гараас, p)13(2—X)3(p—P)'| r) 


(9.64) 
再 由 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 (4. 28) 立 即 给 出 


In- for [арасан – Ra. pr] Абе, р) | r> (9.65) 
与 | r》 = far | PG | > 作 比 较 就 得 到 式 (9. 62). 另 一 方面 ,根据 
Wey! 对 应 规则 以 及 式 (9. 64) ,有 
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[aeazs[r 一 Re py] AG, р) = ‘6lr — ROG РУ], (9.66) 


所 以 式 (9. 62) S Hh T 


Ior l= D ROX, DI (9. 67) 
定理 得 证 . 
9.3 复 参 数 坐 标 -动量 中 介 表 象 与 Fresnel 么 正 变 
换算 符 


新 表象 的 建立 往往 有 助 于 发 现 新 的 么 正 变换 .在 9. 2 节 中 , 通 
过 引 人 一 对 实 的 参量 Cy, v) ,已 经 建立 了 一 个 介 于 坐标 和 动量 表 
象 之 间 的 表象 一 一 中 介 表 和 象 , 发 现 该 态 的 投影 算 子 |x),,,,,, 《xz| 
EE Wigner 算 符 的 Radon 变换 . 本 节 将 引进 一 对 复 参 量 (s, r), 
导出 坐标 -动量 中 介 表 和 象 的 另外 一 种 形式 |z),, , ,发 现 其 与 坐标 表 
象 的 内 积 恰好 为 Fresnel 变换 的 积分 核 , 即 找到 了 经 典 光学 中 
Fresnel 变换 的 量子 对 应 ,这 是 该 表象 的 一 个 重要 应 用 . 

EASE 5, 7 满足 | :下 一 | ~ 上 = 1, 可 以 构造 如 下 值 为 1 的 
正规 乘积 内 的 Gauss 型 算 符 积分 , 即 


sme de: ten 1 slatra’ Esa! Fra Y 
rum ERN mee z )h 
zs (& =r ryz 
= ee (5 qun ETT 
a or ру af ss yt av... 
viz (e Tr TT s*+r° 2 str 2 ep 


TIR L0» (0| = + ее: 分 解 指数 ,就 能 提取 出 一 个 新 的 表象 
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Ге |z)... (z 11 (9. 69) 


其 中 
АНИНЕ. E = r" = J2x + 
| 2. E p| ss у tr 
+ 
AEDS} 10. (9. 70) 


这 个 态 也 称 为 复 参 数 坐标 -动量 中 介 表 象 (请 读者 比较 式 (9. 70) 5 
式 (9. 21)) ,因为 


V2U(strnat(s* +r dat] | х), = z | х), (9.71) 
若 令 
s= +[A+D—- i(B—OJ, r=—[A-D+i(B+O), 
(9.72) 


即 有 +r' = D+iB, s* 一 = A—iC, AD — BC = 1, WRK 
(9. 70) 变 为 


E »—- 
x4 xp{-ATiC st + Мх + 


DIB "| D+iB 2" D+iB* ~ 
paige 10). (9. 73) 
由 
х= арза, (9. 74) 


则 式 (9. 71) RE 
(DX — ВР) | z>,., = х | х),,,, (9.75) 
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于 是 构造 式 (9. 69) 就 有 了 一 个 更 为 简洁 的 写法 


1- Es e : exp(—(z—DX+BP)*}+. 09.76) 
MD, В) =(1, 0), 式 (9.76) 就 变 成 了 坐标 表象 完备 性 的 Gauss 
积分 形式 ; 当 (D, B) 二 (0, 一 1), 式 (9. 76) 即 为 动量 表象 的 完备 性 
Gauss 积分 形式 (只 是 这 里 的 积分 变量 由 p). 

回忆 坐标 本 征 态 的 Fock 表象 表示 式 , 用 IWOP 技术 对 投影 
SEE 20, (cl PE dz 的 积分 得 到 


ев 
Fr, s) = Г ах | х), „бх | 


F dz ? ex] —s-—rz РЕ t 
= Vs" 十 Ул sotr 2 sFr 
= exp(— sa )ехр[ (a'a ++ )is 4 ]e6(Z-2), 


这 就 是 Fresnel 算 符 , 它 正 好 是 经 典 光 学 中 Fresnel 变换 的 量子 对 
应 ,很 容易 看 出 


Flr, s) | z) =| z),.,, (9.78) 
另 一 方面 ， 
G' | (DX — BP) | х), = zi! bx. 
= (Dz' +1 :8,) ut ЯЕ 
(9. 79) 
RO. 79) B8 fg 
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m AEN, 
(х |х), = N(x)exp[ “PE 2B 28 2, 


(9. 80) 
这 里 N(z) 将 在 下 面 的 计算 中 定 出 ,因为 

э 

f dz’ | yiz’ | х), 

—- De аа’ 
=| z), - dz | 2! exp[ P= =| 
+e dz ly , a? , i(Dxz" — 2zz”) 

= New еа ge? а nemo 

_1 iz? F; E 4 
ZUR iN dp ig agere ZBO +18)  Р+1В°“ 


D—iBe"] 
D+iB 2 


将 式 (9. 81) 55K C9. 80) 比 较 , 并 考虑 到 AD 一 BC = 1, 则 
i A~iCyz* 
а-и ы 0718) 


zz exp (zg^s* E (9. 82) 


联 立 式 (9.78),(9. 80) 和 (9. 82) 18 


PEE rmt IRE 
(х! | х), = zig xw (zg (^7 2хх' + Dx ›) 
= (zx | Flr, s) | Dus (9.83) 
可 以 看 出 , 式 (9. 83) 恰 好 就 是 光学 Fresnel 变换 的 积分 核 . 


9.4 光学 Fresnel 变换 与 量子 tomography 的 
KR 


本 节 讨 论 光 学 Fresnel 变换 与 量子 光学 中 Wigner 函数 的 


(9. 81) 
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Radon 变换 之 间 的 关系 . 人 们 常用 参数 为 光 传 输 和 矩阵 元 CA, В, 
C, D)(AD — BC = 1) 的 Fresnel 积分 来 描述 光学 衍射 变换 ,用 
f(z) 表 示 输 入 光 场 ,g(x ) 表 示 输 出 光 场 ,那么 它们 通过 下 面 的 
Fresnel 积分 变换 相 联 系 


gz’) = TAE — |. е[эв‹ (Ах*—2х'х+х *) raoaz 
(9. 84) 
把 旋转 正 交 相 推广 为 


X, = G'ad ra! sa! +" а)/ (2, |s|? —l r]? —1 (9.85) 


(s，r) 与 经 典 光 学 变换 矩阵 M 通过 式 (9. 72) 相 联系 . 我 们 将 证 明 ， 
与 (D，B) 相 关联 的 Wigner 算 符 的 Radon 变换 恰好 是 由 属于 正 交 
测量 量 Xr 的 本 征 态 所 组 成 的 纯 态 密度 算 符 | x), he |> CBD 
Xr = FXF', | z),., = F | z)) 


F| zla | Ft = |х), „б 
= [аара — cDz' — Bp) JAG’, р) 
(9. 86) 
其 中 


D=LGts' trtr), B= Zs" —s+r'—r) (9.87) 


F(s, r) 是 Fresnel 算 符 , 它 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 给 出 光学 
Fresnel 变换 的 积分 核 , 即 式 (9. 84) ,我 们 称 Xr 为 Fresnel 变换 的 
正则 可 观测 量 (canonical observable) 或 者 Fresnel 正 交 相 , 方 程 
(9. 86) 说明, Fresnel 正 交 相 的 几率 分 布 就 是 Wigner PR RK fj 
Radon 变换 . 

下 面 给 出 证 明 : 

首先 ,由 方程 (9. 77) 可 以 算得 
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FG, r)aFt(s, r) = s*a+rat (9. 88) 


a + at а-а 
Sa, р = 2—0, WA 
42 iv2 


利用 X= 
+ 
FXFt = per = (s*a + ra! + sat + r` a)/ /2 = Xp 
(9. 89) 


接着 ,可 以 给 出 |z),,, 的 具体 形式 . 由 于 s* 十 = D+ B, s 一 
т" =A—iC, 建立 下 面 的 本 征 方程 


Xr | z),,, = (DX — ВР) | z), = = | z)... (9. 90) 


所 以 
| a)n =F |z (9. 91) 
在 坐标 和 动量 表象 分 别 有 
(a | Xp | n, = (Dz iB 87) <2! | 2. x | 2) 
F sr dx sr sr 
(9. 92) 
(p | X, | z),., = (iD — Be) | > = z(p | =) 
F sr dp sr sr 
(9. 93) 
3X (9. 92) #12409. 93) 的 归 一 化 解 是 
(а | 2), 一 стер {Pre 22] (9.94) 


(p | zx) = dxdexp[ = 2-9) (9. 95) 


再 利用 |z) 和 |p) 的 Fock 表象 形式 以 及 坐标 表象 和 动量 表象 的 完 
备 性 可 以 得 到 
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| ж)„, = fax’ | zo! | zx. 


2Br 


з? ae Уха! 


ве 
a’? (D— iB) 
20р + iB) Ji» 


= т/*с(х) 


I. = fdp | o 12s. 


2B(B— iD) 


D+iB 
(9. 96) 


zt 42 mt 


= x V d), E 


a? CD—iB) 
xis) 


比较 式 (9. 96) 和 式 (9. 97) ,发 现 


clx) 
d(x) 


2D(D + iB) 


ELLE d 


D+iB ` 
(9. 97) 


(9. 98) 


另 一 方面 ,由 |z),., 的 正 交 性 .(z' | xz),., = 8(z' — z”) 得 


| e(a) = gl, | d(x) Past. (9. 99) 
比较 式 (9. 98) AIK C9. 99) 48 
= 1 e iC 2 
с(х) ЯШЕ l ] d(x) =D exp| эрт ] 
(9.100) 
—1⁄4 "EC " жн 
› = [ A-iCz V2 za _ D—iBa ] 
|p. = DIB L ip 2 + bs D+iB 2 |!” 
(9.101) 
或 者 
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z^ [ s—r za A2 zat 
sir 2 s*+r* 


str a" 
ME eL. д 9. 102 
5 ы сы z] [o Š ) 


很 容易 看 到 |z),. ,是 完备 的 
[lode Dar ae lad (9. 103) 
根据 Weyl 对 应 规则 , 求 投影 算 符 |z),， Cr | MAM Weyl 
对 应 
2zTr[A(z', р) | z) Ma |J 
=,,,<z | Im 


a +t) £ Dar 
- on Jauexp [ip'u + iG _ Dz’) | 


= 6[z— (Dz” — Bp^)] (9. 104) 


Га), ss |= |az'apatz — De’ — Bp’) JAG, р 
(9. 105) 


综 上 ,证 明了 我 们 的 结论 ,在 Fresnel 正 交 相 的 几率 分 布 是 Wigner 
函数 的 Radon 变换 


| < | F' |p l? 
=l... | p |? 


= [вараг — cox" — Bp | A(z’, p)|g» (9.106) 


此 外 ,量子 态 的 tomogram 恰好 是 此 态 在 ,. -(z| 表 象 中 的 波 函 数 的 
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模 平 方 ,这 种 量子 断层 摄影 技术 与 光学 菲 涅 耳 变 换 之 间 的 关系 可 
能 给 实验 者 提供 产生 新 的 断层 摄影 技术 的 新 思路 . 
同样 的 方法 ,与 (A,，C) 相 关联 的 Wigner 算 符 的 Radon 变换 
EMA ERA |p)... nll 
F|p (p| F =| р)„, . (p | 
= [ax'ap'st« — (Ах' — Ср'Э]А(х', p) 
(9. 107) 


ео с a Асато 
(9. 108) 

H + dE EE ЖЖ pua TERR Ж] Fi Ik FE pit PE HT A А с WEH fn 

下 关系 式 : 

F'Gs', r')F(s, r) | х) (х | F'(s, FYC, r") 


=| х) s(x | 


= [ac arat — (GIC + DD^)a! — 


CAB’ + BD’) p) A(z’, p) (9. 109) 
最 后 ,作为 坐标 -动量 中 介 表 象 的 应 用 53 ,求解 哈密 顿 量 
н = Р + lou xt RP + PX) (9.110) 
2m 2 


的 本 征 态 的 波 函 数 ,在 量子 光学 中 , 单 模压 缩 态 可 以 由 此 哈密 顿 量 
产生 . 由 式 (9. 88) 可 得 

Xr = ЕХЕ = AX + BP 

P; = ЕРЕ = CX + DP (9.111) 


那么 利用 式 (9. 111) 就 可 以 计算 X 和 PP 作用 到 |z),. -上 的 结果 
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X | z>,., = XF | x) = FF'XF | x) = F(AX + BP) | х) 


= (Ах +їв È 


)F | 2) = (Ах +в È ere 


P | z>,., = PF | х) = FF'PF | z) = F(CX + DP) | х) 


Qd = d 
(e +iD 3. )F | 2) (cx +iD 3-1 zs. 
(9. 112) 
Bp 
上 ів 
hz X =,,(x | (Ax ів) (9.113) 
= —ip 4. 
uz | P=, x | (Ce - ini) (9. 114) 
所 以 立即 可 得 
= = uo d _pd 
nela | X? =n a | (А®а* —iABz 4E iAB ук — BY 13) 
А d d d 
„,(х | P =, <x | (С° —iCDz 160 qz — D° a?) 
(9.115) 
和 
A d d CH 
„,\х | ХР =,.,(=| (acz? iADz + — iBC i-r — BD 起 ) 
= 2.1 d d. а 
n(x | PX =, „бх | (Acz iBCz 到 一 AD = — BD az) 
(9. 116) 


E| E EB H 的 本 征 值 为 E, 的 本 征 态 , 那 么 就 有 


setal H [E =al E ++ ma? X? + k(XP + PX) | E) 


= E, „<a | P 
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(9. 117) 


将 式 (9. 115) MRO. 1160 4 AR C9. 117) 给 出 
1 $c d sd d 
[э (Ст iCDx dz iCD а^ D: Er)+ 


l mu? (A*a? —iABz d —iAB Er — В d) 


дЫ dz 
2 
&(Acz* iADz d —1ВС = BD ie 
?— dBCz d здр 5a — pp S. 
k(ACz* — iBCz 3. —iAD ух — BD at) eee EO 
= E, „(z | E.> (9.118) 


FRH ж О, 


;LcD— law AB—kAD—kBC —0 (9.119) 


2m 2 
那么 方程 (9. 118) 就 变 为 
1 2.2 2 Ë 工 :2f4Az 2 2 a 
[ama (c9 - P air) + gm" (nnmis) 


d: 
2&(АСх* — BD $) | „1, 
= E, „e(z | E (9. 120) 
可 以 选 定 A = C= 1, 然 后 再 根据 AD 一 BC = 1 以 及 式 (9. 119), 
可 计算 出 B, D 的 值 


—1- 2mk _ maf + 2mk 
BT pte dak P pda pam Oe 


将 式 (9.121) 以 及 A = C = 1 代 人 到 式 (9.120), 给 出 新 的 方程 


[ 1 Ф 1 (Ента )x 
(Ета L amk) dz? 2\ то? — 4mk? 
та? 一 Ат? 
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(а? 4002] sl ED 
= E, „<x | En) (9. 122) 


г NE | 
‘= Lime im, o" =e —AF 09.123) 
E 


m 


则 方程 (9. 122) n] BH 
2 
全 去 Ф тота) е | E) = E, „<x | E 
(9. 124) 


这 可 以 看 做 是 质量 与 频率 都 变 了 的 谐振 子 , 那 么 H 的 本 征 态 的 波 
函数 就 是 ( 取 天 一 1) 


nela | Ey) = ——— 1 — eH, ma z) 
A 2"n ! /x/m'w 
(9. 125) 


这 是 一 个 压缩 态 波 函数 . 
9.5 关于 Tomogram 的 一 个 定理 649 


这 一 节 将 给 出 一 种 简洁 地 计算 混合 态 的 tomogram 的 方法 . 
此 外 我 们 还 发 现 了 一 个 定理 , 即 密度 算 符 o 的 tomogram 等 于 
F'pF 的 经 典 Weyl 对 应 函数 的 边缘 积分 ,这 里 的 下 即 是 9. 3 节 介 
绍 的 Fresnel 算 符 . 

首先 给 出 这 个 新 定理 . 

ERO. 105) 两 边 同 乘 以 密度 算 符 o 然后 作 求 迹 运算 ,并 且 注 
意 到 Wigner 函数 的 定义 W(p, х) = TrlpACp, z)], 可 以 得 到 
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т. [^ a'apa- (Da! — Bp") JAG, pe] 
= Tr] 23, slg 
=, (rl p | z>,., = (z | ЕФЕ | х) 


= [ааа (Dz'—Bp')]W(x, p) 09.126) 
式 (9.126) 的 右边 就 是 通常 定义 的 量子 态 在 (B,D) 方 向 的 
tomogram, 它 可 以 通过 计算 下 面 的 式 子 实现 
(x | FipF |х) = Z (9.127) 
同样 的 ,量子 态 在 (A，C) 方 向 的 tomogram 就 可 以 通过 计算 
(pl F'oF| DIER]. BB h(x, p) RA Fi pF 的 经 典 Weyl 对 应 
р = | | dzdph (æ, paca, р) (9. 128) 


那么 利用 式 (9. 4) 和 式 (9. 127), 有 
E= (z | F'oF | x) 
= el faram’, pac’, р) | x) 


+e- 


= ara, p) Í ges (a 2 


1 


x 


dz'dph(z', р)ей 8(22' — 2x) 
= | АР ст, p) (9. 129) 
2x 


所 以 我 们 得 到 一 个 定理 :密度 算 符 po 的 tomogram 等 于 F'oF 的 经 
Ж Weyl 对 应 函数 h Cx, 力 ) 的 边缘 积分 ,表达 式 如 下 


ga 
Tr[o | z)., n< |] = is Paca, р) (9. 130) 
或 者 
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T 
Telo | nr nep |) = Ë en p —(913D 


这 样 我 们 就 建立 了 密度 算 符 的 Tomogram 5j F'oF 的 经 典 Weyl 
对 应 函数 之 间 的 关系 . 
作为 这 个 定理 的 应 用 ,考虑 混沌 场 的 密度 算 符 


= —e)e**, A =— ah /AT (9. 132) 


ВЕЖЕ o BARK. RY Wi BE. 先 给 出 算 符 (1 一 
e) e i Weyl 编 序 形式 


Geen" 


20 aie Pata]; (9. 133) 


再 根据 算 符 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 的 序 不 变性 以 及 产生 、 消 灭 
算 符 在 Fresnel 算 符 下 的 变换 


F'atF = sa —rat, F'aF 一 Sat 一 ra (9.134) 
可 以 将 F'o.F 转化 为 其 Weyl 编 序 形式 


F'oF = 28F' exp[— 2fa'a] F 


= 28 expl 2p(s* a! — r' а) (sa тау] (9. 135) 


— е _ X+iP + X—iP 
1-9. 由 于 a J sa z ， 方程 


其 中 定义 了 8B 三 
(9. 135) 等 价 于 


F'pF = 2 exp{—26| CP: — Хебе" s) + 2Im(r* XP + 


G'rcs's) PIX (9. 136) 
那么 根据 式 (4. 31), F'oF 的 经 典 Weyl 对 应 函数 h. (z, р) BIS 
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2p’ exp{— 8 — х2) Ке(и" s) + 2zpIm(r* s) + 
Gars" s) =]! — GG, p) (9.137) 
将 式 (9. 137) 代 入 到 定理 (9. 130), 即 得 到 混沌 场 的 Tomogram 


& = Tio 120, nee = f. hdr, p 


_ B exp pide" ed 8) 


тт 

(9. 138) 

其 中 2Relr* s) 十 (rr 十 s* 5) =r, BHA. 72) 和 AD 一 BC = 1, 
式 (9. 138) 又 可 以 被 写 为 如 下 更 简洁 的 形式 


Tola 12s. L (z 1 = | hz, р) 
== АЕ [з в 
= | Drm 


(9. 139) 
这 就 是 p 在 (B,D) 方 向 上 的 Tomogram, 它 是 归 一 化 的 


ae A Тае (– унт |= 1 (9.140) 


FIRE o ЛЕСА, OF MER 


тє | Dur 17 |” Ec, р) 


а 
МСА ЕСЭ A +С 


(9.141) 
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— £ [t В Li (9.142 
МСА СЭ peel хо TOT 
жв= 1, (A, B, C, D) = (4, 2, ++ 4) MF р, ECB, DF 


向 (曲线 FL) ANCA, OX i С 8 f2) 上 的 Tomogram, # fl AIG 
如 下 ,从 图 9-1 可 以 看 出 ,这 两 个 方向 上 Tomogram 的 区 别 以 及 
它们 均 满 足 正 态 分 布 的 共同 点 . 


图 9-1 光学 混沌 场 的 Tomogram 


作为 另 一 个 例子 ,来 看 光学 压缩 混沌 场 的 密度 算 符 


e = 50)р:5' (у) (9. 143) 
50у) = expliy(QP 十 PQ)/2] 是 单 模压 缩 算 符 , y 是 压缩 参数 . 由 
SPS" = еР, SXS? = eX (9. 144) 


可 得 
ру = (1—е')5Су)е“ “5—1 (у) 
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= Dp EHP tex] — caa» 


用 与 上 面 同样 的 方法 可 以 得 到 
ЕФЕ = Gs p). 


= 2gexp(— 28е? (DP + CX)? + €" (BP + AX)! 1} 
(9. 146) 


及 F'o,F 的 经 典 Weyl 对 应 函数 Ah, (х, p) 
h(x, p) = 28exp(— 28[ e" (Dp + Cr)? + е (Вр + Ax)’ ]} 


(9. 147) 
所 以 o, 在 (B，D) 方 向 上 的 Tomogram 为 
Tele | ж\„, „(11 |7 Bac, p) 
— 2n 
= УВ — — Bz: 
aCe 7B? + e"D') ef еВ? tem] 
(9. 148) 


同样 可 导出 o, 在 (4A，C) 方 向 上 的 Tomogram 
Тө, | Par uP 0] 
= [7 dz 
E Dn (z, b) 


С *_. l- ora 
TATE OGD exp сд? rer} (9. 149) 
& е” =2, B=1, (A, B, С, 0) = (++ 2, ++ 4), 9-2 b 


绘制 了 o # (B, D) 方 向 (曲线 DAA, C) 方 向 (曲线 f4) 上 的 
Tomogram, 5 9-1 对 比 可 以 看 出 其 压缩 的 行为 . 
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° E Б 
ПАКЕТИ 


о e ° 
о эйе» өөө бө 


°. el 


一 10 = 0 5 10 
图 9-2 光学 压缩 混沌 场 的 Tomogram 


9.6 中 介 纠 缠 态 表象 的 构建 


本 节 将 引入 中 介 纠 缠 态 表象 ,用 它 导出 双 模 Fresnel 算 符 ,这 
说 明 从 量子 力学 的 新 表象 出 发 可 以 找到 新 的 量子 么 正 变换 ,由 此 
也 许 能 过 渡 到 新 的 物理 上 有 用 的 经 典 变换 . 由 此 ,我 们 可 以 体会 
Einstein 的 教导 :创造 的 原理 都 存在 于 数学 之 中 . 


利用 有 序 算 符 内 的 积分 方法 可 以 方便 地 发 现 若干 有 物理 应 用 
的 中 介 纠 缠 态 表象 . 考虑 如 下 的 变换 


ар > s*a — та}, аз >s*a,—ral, (9. 150) 


这 里 复数 * 和 MERZ | s|?—|r |? =1, 将 式 (9. 150) 代 人 到 式 
(7.1) ,并 将 z— q 以 示 区 别 , 得 另 一 类 纯 高 斯 型 积分 


2 
1 fa: exp{ 一 [ — Gal —r* az) + (s*a: —ra})] x 
x 
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[7— ("а — rat) + Gai —7a)0]) + 


1 > | 
=| l Teer el? G+mral 4 


(st tr ally G° + Эа та): 09.180) 


在 第 二 步 里 出 现 的 pir 是 积分 变量 变换 的 结果 ,这 样 可 确保 
ЕК Е ииине | 00)<00 |= 
еа, 出 现 , 观察 到 


T 2 


"ND ERE TUR: nci a ee es 
Istri? 205" 4+") 26+)”, 
3X9. 151) RAT ER 


(9. 152) 


u 
JÉ pa selon (9. 153) 
x 
这 里 


二 | 
I Dae = eb rte 


Ed. LL ata! | | 00). (9. 154) 

它 对 应 的 本 征 方程 为 
Го" +r')a —(st+r)at] |р, 20 Dar (9. 155) 
Сб" +r')a, — Go ral] | фу. =—n | Dar (9. 156) 


HRO. 72), | s |? 一 | r |? = 1 就 会 变 成 AD 一 ВС = 1, WR 
(9. 154) 满 足 的 本 征 方程 为 


[ACPi +P) - СОХ, 十 Xz)] | ps. =V2m | Darr 
(9.157) 
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[ACX, — Xa) + СОР, — P,)] | pane = 2 | Darr 
(9. 158) 


"E fr T PUBL REDE SHA 8 21 Et BJ Ж F] k GE Ж: X t 9 25 [al , 
PRUE | p. .为 中 介 纠缠 态 表 象 . ЯА), ,也 可 重新 写成 
1 Бф: + 
I Dae = geal- жасасу! Л! + gal 
жге! + ABS tat] | 009. (9.159) 


从 本 征 方程 (9. 155) 8I C9. 156) 可 以 证 明 | 7),, ,满足 正 交 性 关系 


sob 9, = 186— 7 — 7 `) nyo). 
(9. 160) 


9.7 中 介 纠 缠 态 表象 和 双 模 Fresnel 算 符 
作为 |7);, -的 应 用 ,用 TWOP 技术 进行 如 下 积分 
afda 
Fir, э) = | 21 psg 


S ә: r lgl 


glai 一 G^ +r* а] 7 [aiG" + r° rail, 


s*+r* s* +r” 
+ -aiai Fon clas da]: 
uc aia 1) екрГСааї + ага} + DInG' 7x 
exp(— Zaa). (9. 161) 
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可 以 看 出 F, s) 是 广义 双 模 压缩 算 符 ( 也 可 称 为 SU(1, 1) ЖЯ 
算 符 ) ,从 正 交 关 系 式 (7. 15) 得 


i 
EG Slp - [2 |... | 一 | parr (9. 162) 


НИИ Fons SEL BEAD). 
采用 相似 的 方法 ,利用 式 (7.7) 和 代 换 式 (9.150) 还 可 构造 与 
17;.: 共 思 的 一 个 中 介 纠 缠 态 表象 , 即 


= 1 sr 1j ga} 
Го. = re- gt et + + 
© 
кш — Sata! | | 00). (9. 163) 
= 5 = 


且 有 18),., = Flr, s) | 9. 
读者 可 以 进一步 体会 到 IWOP 技术 在 构建 新 表象 和 找 出 新 的 
么 正 算 符 方面 的 有 效 性 . 


9.8 Wigner 变换 与 Radon 变换 5 


Radon 变换 是 量子 Tomography 理论 的 核心 . 从 数学 上 来 说 ， 
二 维 的 Radon 变换 是 Wigner 函数 对 相 空 间 中 某 个 选 定 方向 上 的 
线性 积分 , 即 


[aaro — Dz' + Bp’)W(p", z) =R(x) (9.164) 


其 中 D, B 是 实数 ,R(z) 是 Tomogram. 另 一 方面 ,人 们 经 常 通过 
信号 函数 的 积分 变换 来 设计 光学 装置 ,如 信号 函数 f(z) 的 积分 
变换 


Гаек >) (=) Ср, 2 (9.165) 


也 被 称 为 Wigner 变换 ( 形 同 Wigner 函数 ,在 第 4 章 对 于 
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Wigner 函数 已 经 作出 详细 的 阐述 ). BH BE [6] , Wigner 函数 
Wp, zx) 是 随 着 信号 函数 f(z) 的 变化 而 变化 的 . 于 是 自然 产 
生 一 个 问题 :如 果 信 号 函数 f(z) 经 历 一 系列 的 光学 变换 ,如 空 
间 反 演变 换 


fG) > fC- z) (9. 166) 
或 夫 琅 禾 费 衍射 
fla) = [e foods (9. 167) 
或 薄 透 镜 变 换 
fla) > fei (9. 168) 
REREN H Ct 4825 [Н] 89 FB H 4638) 


1 BON Li 
f(x) > ug [eet exe gprs 2хх+Юх )] 
(9.169) 


(Ж A'D’ — BIC’ = 1) 等 等 , 那么 相应 的 tomogram 函数 R(x) 
将 会 出 现 什 么 变化 呢 ? 这 是 本 节 要 讨论 的 内 容 . 以 下 我 们 就 利用 
Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 和 Weyl 编 序 算 符 在 相似 变换 下 的 
序 不 变性 来 研究 信号 改变 所 造成 的 tomogram 函数 的 改变 . 研究 
表明 ,信号 经 过 一 系列 的 光学 变换 ,其 tomogram 函数 的 改变 可 归 
结 为 Radon 变换 参数 的 改变 . 

Dirac 符号 法 理论 告诉 我 们 可 以 用 左 矢 和 右 矢 来 表示 波 隆 数 
f(z) = (z | р). 在 坐标 表象 (x|，Wigner 算 符 的 形式 是 式 (9. 4), 
相应 的 密度 算 符 的 Wigner 函数 为 式 (9. 3). 另 一 方面 ,任何 函数 的 
变化 f 一 了 六 可 以 被 表示 为 


fæ) = (z | Р (z | Р) = (Iz|U|f> (9.170) 
其 中 避 是 一 个 算 符 . 也 就 是 说 , 广 = 广 的 变化 可 以 看 作 是 坐标 的 变 
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Ж G |> (z | U, 而 | /保持 不 变 .所 以 可 以 通过 研究 Wigner 算 符 
A(p， 工 ) 在 量子 力学 U 变换 下 的 改变 ,来 研究 Wigner 函数 从 
ТСР САФ» 22388 ТЕСУ IA, х) 1892846 , BD 


THI £f ТАФ, DI=TH PF | А'(р, z)], (9.171) 


А, z) =u" Гі E (r2 |u ОАФ, DU 
(9.172) 


根据 式 (9. 164) 和 式 (9. DRA 
R(x) > R'(z) (9.173) 


R'(z) = тагара р" + Bp')a'(p’, 2) (9.174) 


将 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 (4. 28) VA SX C9. 164), 并 利用 

Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 可 以 得 到 

[acaso — Dr’ + BEN С, 2^) = Ut ‘8(z— DX + BP)'U 
(9. 175) 

再 参考 前 面 的 结果 式 (9. 86) ,就 可 以 把 Wigner 函数 W’ = (y | 

A’ (py х) | p) 的 Radon 变换 表示 为 相 空 间 乡 -多 方向 的 边缘 分 布 

[acaso — De’ + Bp W'(p", z) =la. s Gl 2 |? = Rx) 
(9. 176) 


9', Ph U 的 具体 形式 决定 ( 见 下 ),R' (z) HH tomogram 
函数 . 

下 面 根据 算 符 的 Weyl 编 序 在 相似 变换 下 的 序 不 变性 来 研 
究 信和 号 通过 各 种 光学 变换 后 ,信号 Wigner 函数 的 Radon 变换 
的 相应 改变 ,结果 表明 ,这 都 可 归结 为 Radon 变换 参数 的 
变换 . 
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首先 ,看 在 如 下 的 么 正 变换 下 


[Xy (А By /X)_ /AX+BPY uU _ 
Ч (pu = (с pete [ex оре)? РВС 

(9.177) 
相应 的 Wigner 函数 是 怎么 变化 的 ? 根据 算 符 的 Weyl 编 序 在 相 
似 变 换 下 的 序 不 变性 有 


Alp, х) > U'A(p, TU 


(8(z— A'X — В.Р) СХ — р)! 
= ACA'p — Сх, D'z — B'p) (9. 178) 
再 参考 式 (9. 860188] UACp, z2U' 的 Radon 变换 
Пе — Dr’ + Bp )ACA'p'— Са", Diz — B'p’) 
= [acaso — Dz' + Bp) &z — AX — B'P)8(p—CX — РР) 
= 1002 — DCA'X + B'P) + B(C'X + D' PJ! 


= 'a[z=— (DA’— B'C) X + (BD! — DB”) PT 
= | zx)pw-gc. ву—рв' рав. Bp'—pa' ( | (9. 179) 


所 以 信号 经 过 么 正 算 符 U 的 作用 后 ,相应 的 Radon 函数 的 改变 是 
通过 Radon 变换 参数 的 改变 来 体现 , 即 


(D, B) > (DA’ — BC’, BD’ — DB’) (9. 180) 
也 就 是 
[p.s (z | p) |? — [pe-az. pone (z | Ф) |? 09. 181) 
参见 图 9 - 3. 
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图 9-3 高 斯 信号 的 Wigner 函数 
在 平面 (D, B) 上 的 两 维 Radon 变换 R(x) (x = 1) 


下 面 来 看 几 个 具体 的 例子 : 

1) 空间 反 演 

当 信和 号 函数 f(x) 经历 空间 反 演 f(z) 一 了 (一 xz) 或 者 |z) 一 | 一 
х) 的 变化 后 ,相应 地 , Wigner 函数 的 变化 为 W(p, х) >W(— p, — 
Xz), 由 于 (一 )NP (一) P, "X? = 一 X, 其 中 NN = a'a, 
参考 式 (9. 177) 可 知 


A’ B /-1 0 
ur =", ( )= ( ) 9.182 
C bern! 0 —1 ai 


再 由 式 (9. 179) 就 可 以 给 出 
[az aro – De’ + Bp YA р, — z) 
= |х)-ь,-в -».-a(x| (9.183) 
所 以 tomogram 函数 的 变化 可 以 看 作 是 Radon 变换 参数 D、B ff 
号 的 改变 , 即 |v, ва | 2 |* — |-ь.-в\х | p) |?, WA 9-4. 
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图 9-4 空间 反 演 变换 引起 的 高 斯 信号 的 Wigner 
函数 在 平面 (D，B) 上 的 两 维 Radon 变换 
R(G) (z = 1) 的 相应 改变 


2) 薄 透 镜 变换 
另 一 个 常用 的 信号 Wigner 变换 是 通过 薄 透 镜 之 后 的 相 变 , 也 


就 是 所 谓 的 薄 透 镜 变换 ,标记 为 fO) > f(z)e-™ ,其 对 应 的 么 正 
变换 是 | fy -> e | у), ВС | Ge ,所 以 由 ee Pec 一 
P — 2sX 并 参考 式 (9. 177) 可 知 


wae (E B E) ano 


再 由 式 (9. 179) v] f 
[егарвс — De’ + Bp)A(p' +22's, x’) 
— [z — (D+ 2:B) X + BP]; 
= |2) pie, a(x | (9. 185) 


所 以 ,一 旦 给 定 参 数 s, tomogram 函数 的 变化 就 可 以 看 作 是 
Radon 变换 参数 的 变化 (D, B)->(D 十 2sB, B), |v. 8<xly) |*— 
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| p+2n, s cl o 12, 8 9 – 5. 


To TA 
ыы 一 4 
ry 


图 9-5 薄 透 镜 变换 引起 的 高 斯 信号 的 Wigner iR 
数 在 平面 (D，B) 上 的 两 维 Radon 变换 
RG) (z = 1) 的 相应 改变 


3) 信号 的 自由 传播 
信和 号 的 另 一 个 Wigner 变换 是 空间 的 自由 传播 ,表示 为 
g(p) — gC pe XE EERE | fy e | fy, 
也 就 是 (z| 一 《zle 2”? 所 以 利用 е” Xe? = X 21Р, WJ 1 
得 到 
(os ГА B' 1 == 2 
Ut = е, 网 р) (о a) (9. 186) 
再 一 次 利用 式 (9. 179) 给 出 ， 


Jirava — Dz' + BPO AC, x’ + 2tp^) 


1882 — DX + (B+ 2Dt) PJ 
= | zyp, seep p, ben (x | (9. 187) 
所 以 经 过 空间 的 自由 传播 ,信号 tomogram 函数 的 变化 可 以 看 作 
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是 Radon Ж # SR HM F AE 4E CD, B)— (D, B + 2Dt), 
Ip. s (x14? |*— | o. srzn x1 ? |?» LA 9-6. 


D s 


图 9-6 信号 的 自由 传播 引起 的 高 斯 信号 的 
Wigner 函数 在 平面 (D，B) 上 的 两 维 
Radon 变换 R(x) (х = 1) 的 相应 改变 


4) KARAMA 
光学 中 的 夫 琅 禾 费 衍射 表示 为 
fla) > [def (ade (9. 188) 
用 量子 力学 的 语言 表达 即 为 
еч |x) = |р) |, е |р) = |— z>|.-, (9. 189) 
其 中 1p) 是 动量 本 征 态 . 信号 通过 式 (9.188) 的 变换 后 ,相应 地 
Wigner 算 符 和 Wigner 函数 的 变化 是 
Alp, x) — A(z, — р), W( ps х) — W(x, — p) 
(9. 190) 
再 由 (CN = a'a) 


epN2 KesN/? 一 P, esN/? рем —— X (9.191) 
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得 到 


A’ В’ 0.1 
t= eN, = (9.192) 
ges p Je usa) 


再 由 式 (9. 179) 可 知 
еар – De’ Boa 一 的 
= [z — BX 一 DP]. 
= |z>s.-p в. -pz (9. 193) 


通过 夫 琅 禾 费 衍射 变换 后 , tomogram 函数 的 变化 可 以 看 作 是 
Radon 变换 参数 做 如 下 变化 (D，B)- 一 (了 B， 一 D)，| ps(zl%) | 一 
|p. -a(z1 9? 1°, И 9 - 7. 


图 9-7 光学 夫 琅 禾 费 衍射 引起 的 高 斯 信号 的 
Wigner 函数 在 平面 (D，B) 上 的 两 维 
Radon 变换 R(x) (z = 1) 的 相应 改变 


5) dE HA at 
对 应 于 菲 涅 耳 变 换 的 量子 力学 算 符 ,在 前 面 章 节 已 经 详细 讨 
论 过 ,根据 式 (9. 89) , 么 正 算 符 F(r, s) 产 生 的 变换 是 
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(х) = Un s) (9. 194) 


因此 对 比 式 (9. 177) ,可 知 
A’ P)= ( D p 


9. 195 
C р ‘ ) 


Ut = F, ( 
从 式 (9. 179) 得 到 
[care — Dz' + Bp')A(C'z + D'p , А" + B'p) 
= ‘ax — (DD" — BC") X + GBA" — DB”) P] 


= |х) онсе, nep ppr+ac, paene ( = | (9. 196) 


由 此 tomogram 函数 的 变化 可 以 看 作 是 Radon 变换 参数 做 如 下 变 
fb (D, B) — CDD" + BC’, BA" 十 DBD)，|ps(zl 人 |: > 
| ppr+ sc”, sats pat (z | p) |?, RB 9-8. 


图 9-8 FRR ASS BURNS SH Wigner ii 
数 在 平面 (D，B) 上 的 两 维 Radon 变换 
R(z) (х = 1) 的 相应 改变 
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上 面 各 种 光学 变换 引起 的 Radon 变换 参数 的 改变 可 以 总 结 
为 表 9 - 1. 
表 9-1 各 种 光学 变换 引起 的 Radon 变换 参数 的 改变 


原始 信号 D B 
空间 反 演 | -р -8 
薄 透 镜 变换 | D+2sB B 
信号 的 自由 传播 D | в+ар 
夫 琅 禾 费 衍射 B =D 


3p mdr 


通过 本 节 具 体 的 例子 ,我 们 发 现 , 当 信号 经 过 光学 处 理 , 其 
Wigner 函数 的 Radon 变换 函数 的 改变 可 以 归结 为 Radon BRS 
数 的 改变 . 因此 ,一旦 知道 Radon 变换 的 参数 变换 ,就 可 以 直接 知 
道 tomogram 函数 是 如 何 变化 的 ,这 给 科学 研究 量子 Tomography 
理论 带 来 了 便利 . 


9.9 光学 Fresnel 变换 与 量子 tomography B) X 


系 一 一 两 模 情 况 
本 节 将 9.4 节 的 内 容 推 广 到 两 模 情 况 . 在 两 模 Fresnel 变换 
下 ,纠缠 态 投 影 算 符 |) 19Р, 1р) ОЕ = psu. „.\т|, R 


们 要 证 明 这 恰 是 两 模 Wigner 算 符 的 Radon 变换 ,所 以 Fresnel ЈЕ 
交 相 的 几率 分 布 就 是 tomography. 这 又 为 我 们 提供 了 一 种 研究 量 
子 Tomography 理论 的 好 方法 . 

在 第 3 章 讨论 量子 刘 维 尔 定理 时 ,已 经 给 出 在 两 模 相干 态 表 
象 中 Fresnel 算 符 的 表示 (那里 是 用 U, (r, s) 表 示 的 ) 式 (3.115) 和 
(3. 116) ,由 纠缠 态 表象 式 (7. 4) 及 其 完备 性 关系 ,可 以 求 得 下 面 的 
内 积 
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(zi 22 | 7) 
= exp[—F Cl = Н z Hg Ie pet ра tate | 
(9. 197) 


及 
Gi» 2, |F,C(s, r) | zis z2) 
= ер 0а Ра IH LIH I 


foe. a 145. m 
x iz enz + (аЛа + z'im) | 


з" 5 $ 
(9. 198) 
因此 可 以 得 到 双 模 Fresnel 变换 的 积分 核 
Ky"? y's р 
= Llano әр 
рена as besi, gine 


| zis z2) (21, 22 | т 


1 


ri rr ré+s* —r—s 


„тз шә” tav yd 


| 12-1 - (9. 199) 
T . 

再 由 式 (9.72) 可 得 

K’? G p = ag ai "e[zg^ nl Qe m) +D| y l )] 


=K, р) 
(9. 200) 
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上 角 标 M 说 明 KY 的 参数 是 LA，B; С, D]. ЖЕ, (з, r) 作 用 在 
| 办 并 利用 式 (3. OMARO. 197) 及 积分 公式 (4. 114) 得 到 


Е, (ғ, 5) | 9) 
2 2 
Lf d E #exp|[ 2 аа} + (= 1) аја, + zal)— 


y. 
аа] | zis 22) 01 z+ |1) 
+ 


EIL vm. + 


1 K: 
Parel zc Te ) 


we 
str 
7 "十 3 tat} 1 00 
үр: (9. 201) 
或 
A— mai та 
E Б-ЕВ°Р|— 2 lal T p+iB DFiB+ 
D-—iB ++ 
Bii alai) | 00) (9. 202) 


EEA |р, ,的 完备 正 交 性 
2 
| Dar ы, =1› nkl que = x8 G-qD 


(9. 203) 
BD |7》,, 构 成 一 个 新 的 量子 力学 表象 ,由 


a | Dee = (ppt pii) Per 


a | pur = (一 poet PIG DIEM 
可 得 |7),* 所 满足 的 本 征 方程 
CDQ, —Q,) — BOP: — P,)] | p. = 2m | p. 


[BC(Q +Q) + DCP: + P,)] | par = 2 | par 
(9. 205) 


(9. 204) 
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亦 可 用 另外 一 种 方法 来 验证 式 (9. 205), HARA Ж. 利用 纠缠 
形式 的 Weyl 对 应 规则 
hlo, у) = 4x TrLH(al , а}; ais a:2ACo, у)] (9. 206) 


其 中 A 是 纠缠 态 表 象 中 的 Wigner 算 符 ,计算 投影 算 符 
Ipse 《7| 的 经 典 对 应 


Ax Tr[ | i, s GI AG 7)] 
©, 
= ae le 一 为 人 e+ 7 pose m 


27 
= 好 | Ex Filo— 7 (a + 7 |F; | per” m 


т 
(9. 207) 


由 方程 (9. 201) 则 得 到 


Ant Tr[ |, „ДАС, YI 
= nim — Dor + By:)8(m — Do, — Byz) (9. 208) 


即 
I mar ss] 
= [dress — Doz + By, 86m — Ро, — By AG, у) 
(9. 209) 
所 以 投影 算 符 | 7),,，,..《7| 恰 是 Або, YAY Radon 变换 ,接着 有 
lI ol 
= [ГЕ lp)? 
= [yasaq — Do: + Ву,)8Ор — Do: — By) G| AG» у) | p> 
(9. 210) 


JE (| AG, у) |y) 是 纠缠 Wigner 函数 . 
从 上 面 的 讨论 可 以 得 出 ,Fresnel 正 交 相 的 几率 分 布 就 是 纠缠 
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Wigner 函数 的 Radon 变换 ,我 们 期 望 这 个 关系 能 够 被 应 用 到 实验 中 . 


9.10 密度 算 符 的 特征 函数 与 其 tomogram 的 
KR 


狄 拉克 曾 说 :“ 对 于 解决 量子 力学 中 的 问题 ,使 抽象 量变 得 很 
简单 的 表象 理论 可 以 节省 我 们 很 多 的 脑力 . ”本 节 就 利用 坐标 动量 
中 介 表 象 和 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,把 量子 tomography 理论 算 符 
化 ,给 出 密度 算 符 的 特征 函数 与 其 tomogram 的 关系 ,同时 给 出 密 
度 算 符 在 坐标 动量 中 介 表 象 中 的 展开 式 . 

在 9.1.1 节 讲 过 , |z), (r| Ж Wigner 算 符 的 Rodon 变 
换 , 所 以 引入 |z),,, 是 很 必要 的 ,由 于 |z),., 满 足 本 征 方程 (vP 十 
eX) |z),= 一 zz 所 以 称 其 为 坐标 动量 中 介 表象 . 在 方程 
(9. 27) 的 两 边 同 乘 以 密度 算 符 并 作 求 迹 运算 ,其 左边 给 出 


Lc. p = араас ор — nz Was р), 
(9. 211) 
W Jo 的 Wigner 函数 ,其 右边 为 


工 (z， р» у) m Tr [plz),., »|] =, (= | pl Davy 
(9. 212) 


|Z) ev „„\х| DRA tomogram 算 符 . 由 内 积 ( 见 式 (9. 36)) 


/ ced izz’ ір ж 
a |x). = el 2 ) (9. 213) 
得 
o izz’ ip o5 , 
E == ee (- Lt Ji zx) (9.214) 


所 以 式 (9. 212) 可 改写 为 
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LG, ру) = (xz | F' oF |z; = z [aaa | p | zy X 
ехр[ Ea — 2 а" — 2") | (9. 215) 


Е f&5k (9. 78) 中 的 Fresnel 变换 . 4 p= | o (ФВ, 


Liz, ps v) = |,., (z 1p |? (9. 216) 
; ata" /一 aaa" , " 
利用 z= C P i » AC, z ) 可 以 转化 为 A(a) ,由 
Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 得 到 


EC AG) = Z faae =e i eate" ame) , 


= et е8 = D(z) (9. 217) 
D(z) 是 平移 算 符 . 其 逆 变 换 为 
[£e D(z) = Alas a^) (9. 218) 


利用 式 (9. 25) 和 式 (9. 217) ,我 们 计算 
[ее | 22... „ба| = etm 
= farapa’, a! )gtor nh (9. 219) 


= 2[daen =" Aa, a”) = DG 


其 中 用 到 了 
ilz’ + yp’) = qa ` — an" (9. 220) 
(oo, ees ar, ya ate 
V2 42 iz 42 
(9. 221) 
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在 方程 (9. 219) 的 两 边 同 乘 以 密度 算 符 并 作 求 迹 运算 ,得 到 


Tr [ojaxe* [Dye atl ]- Tr [DP] = XGp l,- ge 
(9. 222) 


Jtr x Gp EBERT OME BR, ТЕ R fE Et + OCA 3E y ANA 
被 用 到 . 或 者 利用 式 (9. 212) 可 以 得 到 


[ахе“Ё Cae н, v = XCD | page (9. 223) 


这 就 是 密度 算 符 的 特征 函数 与 其 tomogram 的 关系 ,其 中 (jy, у) 6 
tomography 参数 . 

由 于 po 的 Weyl 经 典 对 应 是 2rTr [pAla, a" )], 所 以 Weyl Ж 
子 化 规则 可 以 写 为 


p= аад, a* )Tr [pAla, a')] (9. 224) 
将 式 (9. 218) 代 人 式 (9. 224) 并 利用 式 (9. 217) BLUR (9. 219) 1883] 
2 . ` 
p = 24| Senn Di Tr[oACa, ат] 
x 
2 
=j S'IpoyTe [29 [dae =° Alas a°) | 
= dr Tr[, D (一 
=| pTrlpD(— т] 
一 fd 
= AID zo (9. 225) 
Hy 09. 225) 15 (9. 223) 18 
zd ^ed ES =i 
p= Lese = d [ase xop m 
- à [замаас ПР. (9. 226) 
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这 就 是 (zx, и, у) m TrLol zs ps vd (z, и», v| HAER. 利用 
(9. 211) Ж Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 (4. 28) ,可 以 验证 式 
(9. 226) , Bil 


p= 29 [аар сь", z YACp’, z) 
= 21| аар", 27918027 — 08 — P, 
- 5. аваарт, z^) explia(2’ — X) + iv(p" — P], 
= у ааа агар", хасе per’ — emn 
= dc [anas E ce, ps еен (9. 227) 


用 坐标 动量 中 介 表 象 的 性 质 和 式 (9. 223) ,也 可 以 把 式 (9. 226) 中 
的 第 二 步 改写 为 


ss [ааа |а), cL XG) aa (9.228) 
re 
总 之 ,我 们 给 出 了 密度 算 符 的 特征 函数 与 其 tomogram 的 关 
系 , 同 时 给 出 了 密度 算 符 在 坐标 动量 中 介 表 象 中 的 展开 式 , 这 从 另 
一 侧面 说 明了 量子 Tomography 理论 . 


9.11 Wigner 算 符 在 超 平面 上 的 Radon BHR) 


利用 IWOP 技术 ,本 节 将 Wigner 算 符 的 Radon 变换 推广 到 
高 维 空 间 . 2n 维 相 空 间 中 的 Wigner 算 符 为 


Az, P) 2 : expl- (Z— X2— (5 — PJ: (9.229) 
超 平面 通常 由 下 面 的 方程 表示 出 来 
zr—A-Z'—g-.p = 0 (9. 230) 
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2n 维 相 空间 中 Wigner 算 符 的 Radon 变换 为 


Гера zg + PAG, p) = 109.231) 


4ÀA-—Q. i. Q= X, P), d = GZ, p) E 2n BBR MAR 
dg Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 (4. 12) 就 可 以 把 式 (9. 231) 简 洁 地 
写 为 


I= I javgacz— A оф) 69%, (9. 232) 
x 
由 于 A 是 一 个 固定 的 态 矢 , 我 们 可 以 对 广义 坐标 系统 旋转 ,5 一 
q' =R], d"j 一 dx, 以 使 近 和 态 矢 人 的 方向 一 致 , 那 么 
ÁA-d— |Alai=aqi= VP qi (9. 233) 
相应 地 , 态 矢 (了 一 Q) 也 要 同样 地 旋转 ,这 就 要 求 Q' = RQ, 


a= 149:= 1⁄4 - Q (9.234) 
接着 就 有 
I= Ejea- Aq : expl- (9 — Q»!] : 


- L [asi — Ад)  expL— (di — QD] : 


Ук 
=e l(a aJ) m xc 4:0] 


(9. 235) 


这 是 正规 乘积 内 的 二 项 式 分 布 形式 , 当 n = 1 时 , 式 (9.235) 退 化 
为 纯 态 密度 算 符 式 (9. 27) UP nl. 由 于 
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1 Ë i eT i.X—g-.PYbh 
mee wae C A*X—g Py] 1 
(9. 236) 
所 以 I 代表 的 是 混合 态 . 


由 式 (9. 235) ,可 以 重建 Wigner 算 符 . 做 下 面 的 积分 


1 1 > 3 = š E 
— j=: £mRmAe—x-4 ee] 
tik ET 


= muse e yap Х.Х £ P 


ga EAD) igh X eg P Qa]: 
- = = 2 
=: е-и р-н) (9. 237) 


BAB =", VIE Fat -4E6HBImi.Xog.P-B. 


à +B ` « à' , 并 利用 Baker-Hausdorff 公式 可 得 


PE = # с» 
式 (9.237) =: охра. X g PEG И; 
一 - 2 > 
= expC— igß * * 2')ехр(— igf • 2)ехр(— £ 18 I") 
= exp[— ig(B* - à' +B + à)] (9. 238) 


使 用 Weyl 编 序 记号 和 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 (4. 28) ft 5X 
(9. 237) 改 为 


dz [ 1 Y.X—r P» | >š 

= (==. Py |: ee 
[жтт "тт POESIE 
= expl- ig * X +g + P)] = expl- ig + X + g + PT 
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Е Јегар — ap’ — Р) expl ig * Z' +g + 82] 
= fez ap’ AZ’, $Эехр[—1&(Х+Я#'+И1+$0] 09.239) 


3X C9. 239) 的 右边 可 以 看 做 傅 里 叶 变换 ,那么 它 的 逆 变 换 为 


1 ахаа _ [ 1 i.X z. Py |: 
On") ук T E : exp гота А ze Р) 


ere zx 
-z alee ФЕ + expia +В +49], 


iC FUMER 


€ 
r 5 s 
= gfi: alia -ócàr-q-àr) 
- li : expl- (q — Q] : = AG", $^ (9. 240) 


这 样 就 得 到 了 Wigner 算 符 ,所 以 Wigner 函数 为 


1 dzd'à d" "T 
(CJ Vx i rut 


1 DIERUM 
: о zoo X—gue By] 


| oec ng» (9. 241) 


(pl Az’, P| py = 


最 后 ,给 出 式 (9. 237) 的 一 个 简洁 形式 , 令 b = 8-4, 则 


[o 6] = 2 > BB; Га, all = 1 (9.242) 
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可 见 5 是 消灭 算 符 ,所 以 式 (9. 237) REA 


Јегар вс -3 ok E SBOAG!, $5 


suse ue pea Bran). 
- - RE rote}: 
开 
= sum a + ze- Lr). e: ex (55 — 38) 


(9. 243) 
综 上 所 述 , 量 子 tomography 理论 是 可 以 推广 到 超 平面 上 的 . 


9.12 密度 算 符 用 量子 tomogram 的 展开 式 
本 节 讨论 Weyl 对 应 式 
H= [Г аара, z)h(p, z) (9. 244) 


在 傅 里 叶 切 片 变换 下 的 新 表达 式 及 相应 的 物理 意义 ,经 典 函数 
hlp, DER H BJ Weyl 对 应 . 现在 问 , 当 它 经 历 了 如 下 的 傅 里 
叶 切片 变换 后 


э]. аат, zeroes) = S(g, g), (9.245) 


A(zp，z) 相 应 地 应 作 什么 变换 才能 使 式 (9. 244) 仍 成 立 . 下 面 我 们 
将 说 明 A(p,z) 也 须 作 仿 里 叶 切 片 变换 . 

FBR OP By Weyl HAE e «P ,& g'/ A TY = 
g 我 们 有 


eek HP) 
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=f аара, xe (Vee) 
а |А drdpA(p, x)e ores, — (9.246) 


其 中 


a 4 v 
cos 9 = ‚ sing = (9. 247) 
+ A* + v Р 人 +» 


利用 式 (9. 24) 05K (9. 25) RA 
ено [e yay лбу | e 


Е INE куел emet rip 
(9. 248) 
ЖКА: Ж) Ж EE — 1 48.88 208 38 , MHAE A 


lay DN INO 
Alp, х) = pe le’ | Гаре cospt psing) 
Г dy | av a (yl et Vit 
= fof ae” Iz d [а | уэл. a IX 
e VES (zcosgt psing)] (9. 249) 
HAP hp, xz) 积分 可 得 
H= Ë ахард(р, z)h(p, z) 
1 d ГА 
= аавв Ix 
Га | э, arty | wor] x 


Г ахар (р, x)e ort sing) 
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Ор eii rate 
= zo [as le’ | [ide | ээ, as |x 


eret VHS Cg’, p) (9. 250) 
再 用 
fle | Уз, avy | е > VF 
=e OXP М, (9. 251) 
可 见 


H= [SE ig | [age wor TF sc, р) 
(9. 252) 
这 是 H HI SC, gp) 展开 的 新 表达 式 . 
M JEFF = 1, 上 式 变 为 
H= | 981.1 Гарсон, g). (9.253) 
此 式 表明 , 当 S(g, ф)& H ARABI Weyl 对 应 的 传 里 叶 切 片 
变换 函数 ,那么 ee 是 Wigner WIF A(x, p) BO PEUT 


片 变换 , 可 以 进一步 分 析 S(g, gq) 的 物理 意义 ,根据 式 (9.9) 我 们 
知道 它 可 以 表达 为 一 个 投影 子 的 傅 氏 变换 
508, p) = [avem Paco (9. 254) 
于 是 用 式 (9. 245) BA 
PA) = f dee Sc. p 
= те] аса, p| age mnm 
= 去 | ахар, 1)8(y— zcos g— psin ф) 
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= maf dzdpA(Cp, x)8Cy — xcos g — psin g)] 
= Tr[H | у), ,CG/ 1] (9.255) 
FRA 


508. p) = dyeeTr[o | у), „(у 1]. 09.256) 


由 于 Tr[H|y)。,《y|] 恰 是 H WEF tomogram, FLA S(g, 
9) 是 它 的 傅 里 叶 变 换 . 

综 上 所 述 , 式 (9. 253) 是 基于 Weyl 量子 化 方案 的 一 个 新 的 展 
开 式 , 当 其 中 的 H 取 密度 算 符 时 , 式 (9. 253) 就 是 密度 算 符 用 量子 
tomogram 来 展开 的 表达 式 ,因而 值得 重视 . 
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第 10 章 ”描写 相 空间 量子 
力学 的 新 表象 


基于 EPR 连续 纠缠 态 表象 ,本 章 将 构建 一 种 广义 相 空间 表 
象 .我 们 给 出 Torres - Vega - Frederick 广义 相 空 间 表示 的 具体 量 
子 态 , 并 将 其 推广 到 了 纠缠 情况 ,对 于 态 的 性 质 也 进行 了 详细 的 
Rit. 


10.1 单 模 情形 中 


1932 年 ,Wigner 发 表 了 一 篇 很 著名 的 文章 ,量子 力学 在 相 空 
间 的 阐述 由 此 翻 开 了 新 的 一 页 ,从 那 以 后 , 相 空间 技术 被 广泛 应 用 
于 理论 物理 的 各 个 领域 . 其 主要 思想 是 将 密度 算 符 表示 为 经 典 相 
空间 (g, pp) 中 的 准 分 布 函 数 . 更 深入 的 推广 是 用 下 表 示 相 空间 参 
数 为 (a, B, у, 6) 的 一 个 代表 点 ,然后 研究 是 否 可 以 将 量子 态 表 示 
为 波 函 数 PC) (其 特殊 情况 下 约 化 为 坐标 表象 或 动量 表象 波 函 
数 ). 1993 4Æ , Torres - Vega 和 Frederick (TF) 提 出 用 波 函 数 y(T) 
表示 ( 纯 的) 量子 态 , 记 p(q) 是 坐标 表象 中 的 波 函 数 ,那么 pla) 
过 渡 到 y( 攻 要 经 过 如 下 的 积分 变换 


yD) = [ka gga dda! 
其 中 KD q ) 是 积分 核 ,并 且 满 足 
[Ros DKT: Dar = ag — 4^ 


dP 代表 对 相 空 间 的 一 种 度量 ,很 明显 ,对 于 K 的 选择 存在 很 大 的 
B H EE. 例如 与 相干 态 表象 相 联系 的 一 种 积分 核 为 


Kes(qs pi 49) = (Г) 
其 中 
, Е =o? ip,» 
(lq) = Оз) Mexp(— $t, — Peg -o} 
| DO REEL. P= (A 1q+ Ah p)//2 的 Glauber 相干 态 表象 .该 


fA BE Torres - Vega 和 Frederick 建立 量子 力学 相 空间 表示 的 
出 发 点 ,如 果 p(9) 满 足 标准 的 薛 定 谓 方 程 


:a 
i Sp t) = => 2m эк z У) Jota, t), h=1 


(10.1) 
那么 从 GOB Kes C's gq) 得 到 的 pCT) 就 满足 方程 
. ә? ° 
igen о = [za veg Б) pa 0 ae 


做 规范 变换 Ф (а, p) = e "ya, p), 就 可 以 把 上 式 纳入 到 一 个 
更 广义 的 方程 , 即 


‚ " 1 , 
12, (Г, 0 = [= EP +VQ ]y quo 
引入 实 参 数 a, В, у, ó ЖА By 一 a6 = 1, Torres - Vega 和 


Frederick Н Dirac 符号 表示 态 矢 |T) 与 坐标 算 符 和 动量 算 符 的 
联系 


‘rlQ= (ва +#@)‹г| 


„Ә 
‹Г| P= (yp +i —)¿p 
| ( 22 | (10.3) 


这 个 表示 很 适合 描述 经 典 和 量子 刘 维 尔 方程 之 间 的 对 应 ,所 以 它 
有 着 很 广泛 的 应 用 .但 是 从 1993 年 至 今 ,这 个 表示 能 否 构 成 一 个 
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表象 , (了 | 的 具体 形式 未 曾 揭晓 ,相应 的 性 质 没有 人 给 出 过 ,所 以 我 
们 在 本 节 中 ,利用 IWOP 积分 技术 ,来 研究 这 个 问题 . 
我 们 先 给 出 这 个 态 的 具体 形式 ， 


2 2 
Ima Vara ) ^ exol SE —# HVE (aa +iyp)at + 
Ваа] | 0) (10.4) 


ТРГО BEA S < 0 ， i >0. 下 面 


验证 它 满足 本 征 方程 (10. 3), HERA a 作用 到 态 |T) 上 得 


a | T) = V2 (aq +iyp + 8X28") p (10. 5) 


E 

# Q » Р = STE руа = 1 有 
3 +a omy (а үш уь + ËY tad 
Ties mit = ri (E taq iyp + I7 a) 


= (P| Gg —iyp + iF pra) = (ва +488.) гі 
(10. 6) 
同 理 , 可 以 给 出 


(P| P = (P| Gp 二 iag 十 iVzaba) = (> +92.) | 
ao. 7) 
可 见 |T) 即 为 TF 所 期 望 的 相 空间 新 表象 
再 利用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,来 研究 | 的 性 质 ， 
1) 完备 性 
利用 单 模 真空 投影 算 符 的 正规 乘积 形式 |0)(0| =: exp (一 aa) : 
及 py 一 a6 = 1 很 容易 证 明 
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sat] inl 


2| » | 
/- => + ex |Z (a +a um gey]-i 
(10. 8) 
这 个 例子 说 明了 IWOP 技术 的 优越 性 . 
2) 非 正 交 性 


利用 | ?和 相干 态 | z) = exp( 一 | z 12/2 4-01) | 0) 的 内 积 ， 
(P| 2) = (2 arb)" exp[— lel + — a 
econtra (10. 9) 


"PIS d'z = y 
以 及 完备 性 | ČE || = 1, 可 以 求 出 内 积 


«гіт = | Ëra elr 
= 2 /—aByëó | #ехр[—1 z |? +Z ag —iyp)z + 
ME Gg! Hiyp dz" + ELEA cat 4 uy 4 一 
Ур? jag" yp" 
b z] (10.10) 
再 由 积分 公式 (4. 147) 对 式 (10. 10) 积 分 后 得 到 


air exp 155 Ga Deo pyre 


i(BY + ад) 


pe (9 a) + gig (n — qp) | 


(10.11) 
BAM... р= ра, (ГГ) = 1; 一 般 情况 下 ,4T|T) 关 
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8(7— Г), 所 以 Torres - Vega - Frederick 最 初 的 结论 , (D | P) = 
8(Г— I) ,是 不 正确 的 . 
另 一 方面 也 可 以 得 出 下 面 的 内 积 


«ID= (С) одуна +1049 —ag)/8] 


(10. 12) 
14 


a /A 
oim (ZE) әр aet + inp’ —ур)/8] 
(10. 13) 


3) | (T'| Ë) Weyl 4a FF 
根据 化 算 符 为 Weyl 编 序 形式 的 公式 (4. 58) 和 Weyl 编 序 算 符 
内 的 积分 技术 ,可 以 求 出 "d 的 Weyl 编 序 为 


IDT] = 4 у apy | = Tle a— ха! + ata)] X 


( sas inei on io ВР)* |: | ж), 


_ 2: p à 
= ze [Ë (2 Pp) + 名 (2 +a) |! (10. 14) 
根据 Weyl 对 应 规则 , Weyl 编 序 算 符 的 经 典 Weyl 对 应 可 以 由 替 
代 Q 一 g,，P 了 一 得 到 ,所 以 有 


exp | E (2 — p) +22(2 +a) |! 


аё\В By V ó 
~ ex2 (2 ry te te) ] алә 


即 


[rri = 2а dp" aca’ — Фао — Pix 
Bx(B yy ада ү, | 
Е p) bos +) 
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= 2 jag àp' aca’ E рЭехр| EY (F 一 ») + 


E +z) ] (10. 16) 


考虑 到 Wigner 算 符 的 正规 乘积 形式 (4. 12) ,可 以 从 上 式 算出 


Ipe| =2f ® Яр, хр (Ф) — (p — P!) ix 
т 
y (b y à 
e[&(5.— 5) + (2) | 
= 2 /—aByó : exp[ 3 (99 — 200 — ВР)? ] 
(10. 17) 
这 和 方程 (10. 8) 是 自治 的 . 特别 地 , 当 有 一 一 ?一 1, а= 1L — ‚у= 
Tp 时 , 式 (10. 16) 给 出 相应 于 Husimi 函数 的 算 符 ， 
= Pig. pU. 2 1 T 
|р, 9), «Ф, q| = 2 jap dq A.(q', p )exp[— 0р р) 一 
к ~ 9)" | (10.18) 


所 以 也 称 |T) (TT| 是 推广 的 Husimi 算 符 . 
4) |T)《T| 的 边缘 分 布 
H |D (| Weyl 编 序 形式 (10. 14), 易 得 


[ira 
= 


x 


2,/ АЕ Р) ] (10. 19) 


所 以 
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dq dq 
[гч [2 = p| | ГУГО) 
= 后 


=2 J- 8 [а> cw | GY | py ce! |o 
= 2 [788 38 [apr BG)? | wep’) |? (10. 20) 


Җ (10. 200 Ж | Vr) |? 的 高 斯 展 宽 形 式 , 它 给 出 了 (| 表象 的 波 
函数 模 平方 和 动量 表象 的 波 函 数 模 平 方 之 间 的 关系 . 另 一 方面 ,对 
于 dp 积分 可 得 


[imeri 
Ух 


= F; (9 š 
=2 [- 228 exp) 22 (4 +a) ] (10. 21) 


所 以 
Яр = 2, [988 [ay gt (G1 Ж 
evi [22 Ira = 2,] = je? | w^ | 
(10. 22) 
Ж | w^ |* 的 高 斯 展 宽 . 
5) 测 不 准 原理 
由 式 (10. 12) 及 坐标 表象 的 完备 性 得 
(Q= (nl Q | D = Jaca ar KECH ry 
= J fe lina +g ) ] 
oie (10. 23) 


& Dd 
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ба (arr [да{Ч4 | °] q 
= + =. 
(©) = 一/ =; 449 exp| (3 q ) 3 


(10. 24) 
同 理 也 可 得 
2 
ру=Ё 1 да (ру Ё (10. 25) 
(ya у ре Е 
所 以 有 
E (оу: =— 1 ВУ 
(AQ) = (Q — (Qy -— +Ë 
(AP!) = (Pty — (Py: —— 1 да ч) 
2 gy 


即 如 同 相干 态 那 样 , | D d f ЖИ AR EK RM 
VIAGXAEzy = + (10. 27) 


6) IT ËJ Wigner 函数 
根据 Wigner 算 符 在 相干 态 表象 的 形式 可 以 进行 计算 (其 中 
patti Р, 
42 
Wr) = Т |Г›‹Г|А(т)] 


2 . * 
= [гі т+ 2) (т = | Me™ = (10. 28) 


再 根据 式 (10. 17) 得 到 ， 


2 
We) = 2V 一 5875 SE z |: exp[ Za +Q)? 


To BP] jenes 
1 IFY 2342 уг 
Lew [x;[2 (b — Bb + #(а+84) ] (10. 29) 
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MP Ву +aò = 0, 8 —— ò = 1H, R (10. 29) BGB LAMAN 
Wigner 函数 . Ask C10. 29) tH AT LUBE H zs | D) AY Wigner 函数 拥有 
很 好 的 特性 : E YE q 7r B] ÉJ X2 2 # Н ЕДЕ: А 
хрз 94 +O |, 思 方 向 则 是 exp [ze>], 因此 可 
用 以 定义 广义 Husimi 函数 . 

综合 本 节 对 于 相 空 间 表 象 |) 的 讨论 ,可 以 看 出 |) 同时 拥有 
动量 表象 和 坐标 表象 的 成 分 : 当 a = 0 (By = 1), | T> 变 成 动量 表 
象 | vp); M y= 0 (да =—1), | Г) 变 成 坐标 表象 | аа). 而 当 BY = 
一 6a = 去 时 就 变 为 相干 态 表象 |z = V2 (aq + iyp)). 尽管 由 By 一 
аё = 1 约束 在 参数 空间 (a, В, y, 8) 中 的 | 的 形式 不 是 唯一 的 ， 
可 我 们 给 出 的 具体 形式 (10. 4) 却 是 涵盖 了 坐标 动量、 相干 态 表象 


的 一 个 既 简 单 又 有 用 的 表达 . 利用 内 积 形 式 (10. 12) 和 (10, 13), 算 
符 exp(isQ) 和 expCigP) Xs | M МЕНЫ АТ, Hn 


ее | Dy = fdge™ loyal = e | p+ 68 o 

ew | г) = ape" [pol = e? | p, a+ yp, Q0. 30) 
ЗЕТ RHEE MA AR | 083 T авая 
RRR. 
10.2 纠缠 情形 3 


随 着 纠缠 态 表象 的 广泛 应 用 , 它 受 到 越 来 越 多 的 青睐 ,那么 自 
然 会 想到 ,上 节 的 情况 能 否 推广 到 纠缠 情况 呢 ? 这 就 是 本 节 要 介 
AWA. 

基于 纠缠 态 表象 (y| 和 《6| ,我 们 欲 将 式 (10.4) 推 广 到 纠缠 情 
况 , 以 .TI 来 标志 (下 脚 标 。 表示 纠缠 ). 我 们 要 求 将 算 符 Q, — Q, 
《相对 化 标 ) 和 Pi 十 P,( 总 动量 ) 作 用 到 .| 的 结果 是 
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«T pom = (аа +4822.) (гі 
гү СЕ (oo —#29-)‹г| Go.3D 
EHP а, 十 io = o fl ci tin 二 + 是 复 参 数 .而 要 求 将 Q + Q, (质心 
坐标 ) 和 P, 一 P, (相对 动量 ) ЕНӘ]. (Г | 的 结果 是 


гі КД = (79-8 2) (гі 
Р, Р, ә 
E er = (retz) Go.32) 
eT 是 方程 (10.4) 的 推广 ,所 以 把 它 称 为 广义 的 相 空间 表象 


(GPSR). 下 面 将 给 出 此 态 的 具体 形式 . 17) RR, у= m + 
ір, Ж 


Q. + Q, С] 9.89 
у=-1.8_ 1р = -)u» 
um meia (3, nut 
Р, == Pe ВИС С] 
) = ) = › 
Z ID igl? (5+ 8» a--) p» (10.33) 


按照 式 (10. 31) AIR (10. 32) HBR, BB 


[Fete (S P> ) MP lp = (š a= )aoi» 
[6-2 ta ) (P| p= IST «nr | p 


(10. 34) 


和 

[Fete )- -e - P= )}. (rl p= rT гүр 

[26-0 +10(Z +52) Jur p= (Stage .| p 
(10. 35) 
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从 上 面 4 个 方程 可 以 得 到 ， 

(ao +2828. +) P| 9) = (r | > 

(a7 -382- ur | р = т.410 

(z +222.) аг p= 22-і p 

(ve — 282), Tiy -—igE.TI p (00.36) 
这 组 方程 的 解 为 


|p = 


2 
& [es +a (q— ae) — t(y* — ac" 1] 
(10. 37) 


C 是 由 .4T | T>. = 1 决定 的 归 一 化 常数 
C = 2 /— 8Вуа (10. 38) 
利用 (yl 表象 的 完备 性 以 及 积分 公式 (4. 114) 可 以 求 得 
= [n 
«CT =f x P| | 


= (00 | Cexp| tel TAS -r m + Go" t yr" Dai + 


(ут — ac)a; — (By + aai a; | | (10. 39) 


即 在 Fock 表象 |T). 的 表达 式 为 


| m. = 2 v= арув exp |° 15 lol rl a + Cac + yr)al+ 
(ут" —ac`)a;— (By +aóë)al а} ]| 00) (10.40) 
ЖИР а, B, У, 6 满足 关系 式 BY 一 a6 = 1. 为 了 满足 波 函 数 平方 可 积 


的 要 求 ,需要 有 名 <0, i-e 从 式 (10. 40) 可 以 看 出 , | Г). ERE 
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包含 了 |) 表象 又 含有 | O 表象 的 相 空 间 纠 缠 态 表象 ,实际 上 , 当 
ad = —1,у = 08,9 | D), >| у = ас): М Ву 二 1,a 一 0 时 给 
出 | Py, = | £ = ут). 

下 面 验证 式 (10. 40) 满 足 方程 (10. 31) 和 (10. 32). Ж а;, j= 
1, 2 作用 到 |T?。 上 得 到 


al | D. = [las + yz) — (By + a82ai] | D. 

a, | D. = [Ore — ac" ) — (By tad ai] | T>, (20. 41) 

a; taj 
WA 


$ i «qi (5 ааз), 58. «TIST (SS +aa: ) 


а) py 一 a6 =1 及 关系 式 


„Р, 一 至 一 
再 由 Q, i 


2 risi (2 


2. ya), эт гі el (- get) 


(10. 42) 


8 


得 到 


r242 „Г 1 С aar Жай — Boy + ута] 


= [r +3(S a) Jr 
= k a 3-]. «| (10. 43) 
这 是 方程 (10. 32) 中 的 第 一 个 ,同样 的 方法 可 以 得 到 另外 三 个 . 另 


一 方面 ,应 用 对 易 关系 = P] i ma, 


+Q, РЕР 
e=, = + |= igy да). ГІ (10. 44) 


Tie. 的 性 质 ， 


«E 
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1) 完备 性 
利用 IWOP 积分 技术 以 及 真空 投影 算 符 的 正规 乘积 形式 
[00»«00| =: exp[ 一 ai a, — a; a2] : 计算 下 面 的 积分 得 到 


jes tipi 


p 


2 2 
= ae Soft exp [ele -FeaCai —a;) +o" ala; — ai) 一 


z 
al а TL EL + eyla} +a) +r" уба: + al) — фу +08) X 


(at at +a, a) — al a | : 


+ exp[— (al а +a} аг) (а — By + 1)] : 
=1 (10. 45) 


其 中 用 到 了 积分 公式 (4. 114), ID). 满足 表象 的 完备 性 关系 . 
2) 非 正 交 性 
由 | T>, 和 相干 态 | z) = exp(—| z |?/2+2a') | 0) HAR 


eT | zis 2) 
2 
= 2 artes а Г + aa" +70" dai x 


exp[- | x в + (yr —ао); — (BY + ада: | (10. 46) 


2 2 
ца [ аа, 22) (21, 2, | 二 1 可 得 


2 2 
«qi ro, = (E828 or | а, ва» а | P. 


, 1 P à. ^. ... 
|? (ro or“ 十 ar 


488 
[т—т Ë — PE e 一 ar 十 


2. а 
exp[ aay le 
то‘) + 


z 
4aB6 
от” =z] (10. 47) 
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可 以 看 到 CD | DO. RARER, ENK o= z, r= r 时 有 
«OGCIID.-1. 

3) 测 不 准 关 系 

引入 如 下 形式 的 正 交 相 


q =Q EQ, pi Pi TP; го, p,] =i (10.48) 
42 


4 
利用 内 积 ， 


RS És да 
(ql D. = J ЕЕ 


agro" aa") — z" (7 ao)]} (10. 49) 


zen + 


(EID. =,/ ЁУ ехр| & |+ 8 


ус") r" G72) ]} (10. 50) 


2 1 А 
] 25976 


及 | 四 表象 的 完备 性 则 可 以 得 到 
а 1 
(Q = [= IGI D 2 = 


«o = [91g iim =$- ао) 


同 理 ， 
(p) = КЁ Z (Pi) = &— де, (10. 52) 
所 以 有 


(AQ = (@)—(Q.)? =— BL 
28a 
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ba 


2) = (Pty (ру =— 10. 
(AP?) = (PŁ) — (P) oF (10. 53) 
就 可 以 得 到 最 小 测 不 准 原理 
JOEY = + (10. 54) 
以 同样 的 方式 有 
= % = 9% BY 
Qo = 2, hy = 4 В 
ті да 
Р.) = 2, (рі) = 1 — „ба 10. 55 
Po 一 号 КОЕ (10. 55) 
A 
УМХАО СУАРУ = + (10. 56) 


综 上 所 述 , |). 是 使 测 不 准 关系 取 等 号 的 态 . 

4) | D Г B] Weyl 编 序 

利用 化 算 符 o 为 Weyl 编 序 的 积分 公式 (4.58), 可 以 计算 
| D. G| й Weyl 编 序 形式 为 


[Der] = hiex да (S + (ay aD ) (F+ cat a) 


8 


ae (a; +ар)(®- (al +0) (10. 57) 


да 
或 者 
еназа дау 
(5-339 ]-8-^s^]] 
(10. 58) 
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5) |T>.. (T| PRD A 
将 式 (10. 58) XE d'a 做 积分 可 得 


2 
| ®& тг! 
т 


ао езара аа, 


9a B 42 42 : 
(10.59) 


因为 [Qi +Q, Р, — P] = 0, FER (10. 59) 中 不 存在 算 符 的 任何 
排序 问题 , 故 可 以 将 Weyl 编 序 记号 ， ,直接 去 掉 , 所 以 得 到 


2 
[£a 
x 


=“ ($- 95) «(87 ^) I) 


(10. 60) 
ABA PRK СГ |° # EA GALA М 


2 
wl [S8 | m. a 


2 ? 2 
crl JEE oe [Sti pmi [SE 1e ao 
_ _ 4y88 [ ае А &|z- | 
[© Г |*exp[ 8% 8 € ] 
(10.61) 


这 正 是 量子 分 布 | 区 (61: 的 高 斯 展 宽 形式 . 同样 地 ,做 dr 的 积分 
得 到 
ftp. 
ы tee] (peg 
(10. 62) 
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那么 |。 人 (更 ?| 在 7 方向 的 边缘 分 布 为 
wi [Sti meni v) 


_ Adag[ d'y 2 expl 23 | = 
i. | 更 (7) |?exp yl5 


2 
+ | (10. 63) 


它 是 几率 分 布 | 更 (7) |? 的 高 斯 展 宽 . SE (10.61) RISE C10. 63) Н 
了 .TT 表象 波 函 数 与 16) (|7)) 表 象 波 函 数 的 关系 . 

6 [De TIEA 5 5 Husimi 算 符 

在 前 面 章 节 已 经 得 到 两 模 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 ， 


Aw Co, S) = aa, a; — р)ё(а\ — a; — p° ) X 
80а, Ha} — 98641 +a, —6°), (10. 64) 


其 中 

Aw (pr $) = Al(q， 力 ) Q At, s p,) (10. 65) 

p—a—-B'. S=āa+ß , a= (q, +ip,)/ V2, 
B= (q, +ip,)/ 2 
是 纠缠 形式 的 Wigner Ж}. 从 式 (10. 64) 看 ,对 于 两 模 纠缠 系统 的 
Weyl 量子 化 方案 ,可 以 看 作 是 做 如 下 的 变换 得 到 的 
p> (а —a , €--(a +a) (10. 66) 

那么 从 式 (10. коше Weyl 对 应 函数 为 


= e|’ = hlp,» 10. 
AF | (о, 6) (10.67) 


4ехр (815 


所 以 Weyl 量子 化 规则 可 以 写 为 
Deri = aft ot оса, — aj — p)è la! — а, — p' )8(a, + 
a} —5)8(al +a — S) X 
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exp {|$ 


5 


By 


tel +2 


| 


Ж 68) 


= afa pd € A. to» m 


= = L an 
例如 , 当 B= 一 9 一 1l,a Pte? py; 时 , 式 (10. 68) 化 为 


| MP | [apa СД. (р, ©ехр[—-- [о—во|%—к|©—т P] 

(10. 69) 
这 是 单 模 Husimi 算 符 的 推广 ,所 以 式 (10.68) 是 广义 的 两 模 
Husimi 算 符 (用 高 斯 函数 exp (д 2| +Ё r pem 
Wigner 函数 得 到 的 ). 5X C10. 68) 也 可 以 看 作 是 Weyl 对 应 公式 ,高 


斯 光滑 函数 就 是 密度 算 符 Г)... СГВ 06 Weyl 对 应 .下面 给 出 
WWE, Д, (о, 9) 的 正规 乘积 形式 为 


Av(o, 9) 2, : exp[ — (a, — а} — р) (al — a; — p^ ) 
(a; +a} — 9) (al +a, —9* )]: (10. 70) 
将 式 (10. 70) FRA BK C10. 68) 并 积分 得 到 


Der | = —4afyó : ер 912+ 8a, — aj) ][o* + Cat —a,)] — 
ple а Mae — gat +a)]} + G0.7D 


这 和 式 (10. 45) 是 一 致 的 . 

7) |T). 的 Wigner 函数 

由 双 模 Wigner 算 符 在 纠缠 态 表象 中 的 表达 式 可 知 |P)。 的 
Wigner 函数 为 


Wo, S) = Tr[| D. Xn | Aw lp, 9] 
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2 . 
TEK; [0 plota] De (10.72) 
т 


将 式 (10. 49) КА (то. 72) 并 积分 得 


Wop, © 
ES 2 exp [88 | 9 +(e -5+ (6) + 
ggal? | s | + 28. | p |? 28 Gp" + po" 1) 
ЕЕ +0 Fa A |] (10.73) 


与 式 (10. 68) 比 较 ,可 以 看 出 , | P), 的 Wigner 函数 恰好 是 高 斯 光 
滑 函数 的 (2r) ,这 是 对 投影 算 符 |) CD | 的 另 一 种 解释 . 可 以 计 


算 , 式 (10.73) 的 在 方向 的 边缘 分 布 为 exp (28 2+.) r 


5 —s|') 4 pr tae=o, B——8-1 


方向 的 边缘 分 布 为 exp (P? 
时 , 式 (10.73) 给 出 两 模 正则 相干 态 的 Wigner 函数 , 即 


Wü. © = expl ool’ | rs) (10.74) 


10.3 Wigner 函数 随时 间 的 演化 


下 面 来 看 当 给 定 两 体 纠缠 系 统 的 哈密 顿 量 时 ( 势 依赖 于 两 粒 
子 的 相对 上 距离)， 


н= +; В 


TUQ- Q) (10. 75) 


Wigner 函数 将 如 何 随 时 间 演 化 1? 
引 人 约 化 质量 和 总 重量 
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m Р, = Р, — Р, 


М = т +m, p= 


q, = 9-9, = у (10. 76) 


所 以 式 (10. 75) 变 为 


РУ Р! 
H = at FUG), P = P, + P, (10. 77) 


由 海 森 堡 方程 
2, ——i[H, р], @= 1) (10. 78) 
给 出 
Qiotqlelo—» 


2 2 

== 23 gl [mtz tUa Jo le-p4 
2 2 

Kota e[t EtU] s» (10. 79) 


想 要 化 简 式 (10.79), 必须 先 求 出 471 P,, Br VA Ë BAF | n> 89 
Schmidt 分 解 形式 和 /jn 十 和 一 1 立即 得 到 


P, | p = en [арш Co +) + р) 


| p 42m). @|— pre n? 


"ES 1 
= — (in — а) 
sua уч" mein 
(10. 80) 
Hi 5X (10. 80) ЖП |5) zs B8 2 4E 7726858] 
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2 2 
(+y | = ea 


P лї + Yor +h)? 
ен acr ра — ра) Son F Tp 1+1 
(10. 81) 


1/242 
另 一 方面 ,由 vc 十 7 一 r, a 一 7 一 теве 7 (85, әт) 


再 根据 式 (10. 80) (10. 81), C10. 79) AEH 


i2 E 
iS otalele m? 


4 
{ ka qa 9 9 


1 
492. dm 十 
а eo? (n 9. р ay HU +0] 


ра)? 


О? (а, — m1} e 91 pl e— m (10. 82) 


| 22-1 
Mt uo C m) 一 一 


ОГ? (ai + 32] — UIV2 (о, — m)] 
1  9»9UG2a) 
2 > (2k an) 


rer] +1)! 9 (2o)! 
=A (10. 83) 


将 式 (10. 82) 和 式 (10. 83) 代 入 到 
ә ә [Ф t 
Sw, y, = 2f ot qlple—per™ 
(10. 84) 
并 做 积分 给 出 
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i$ W,G, n 


к гә ә + ia — шш) x 
2 B Әг Әт 2u 


(z: = a tho )+а} +110 


-ia im 9 ,iGga—pD(, 9. 
(oie ae t Ca (nas tha. 


S 1 e»"U[/Za]( i9 yip, 
D etn sores auta) } i X 

(et gl ple. (10. 85) 
值得 注意 的 是 ,要 讨论 纠缠 Wigner 函数 时 间 演 化 方程 的 经 典 极 
限 ,方程 (10. 83) 需 写 为 


)+ 


= ee PEE 9»4U(/2a) JZ. 2+ 
- 222 Geeni rea a (20.86) 
同时 式 (10. 85) 中 的 expl2iC mn — y: m )j] 要 改写 为 exp[2iCyy 一 
2 办 )/ 问 ,所 以 时 间 演化 方程 为 
1 
tz [oz 一 мп] ot zn — Gs 一 pa)az ] X 
ә _， 9SUW28) ə 
9a 942a) 9W2y) 


2(—1)* ашы үс өсү 
£i (2k+1)! Әса)" Əy) 


]w,G, y. D 


W,(o, Y, t) 
(10. 87) 


为 了 使 式 (10. 87) 的 意义 更 清晰 ,注意 到 


312 


q +9, Еш; 
Y7atf = у Tiy; л =" = T 2 
q, — q, + 
a= а В = o ів, оу = x о = сЕ 
(10. 88) 
所 以 
1 1 (РЁ b. 
зда Ga pa) Ye] 2 ( +) 
1 _1/(?P Ё, 
s — (m —45)0:] = uc) (10. 89) 
所 以 式 (10. 87) 变 为 
d l/h, A)S. 1 Pb уа 
‘Ste ae d^ TUE (& A 2 


2 W201.) ә 
0/22) Әу) 


2(—1* 9?7?UQG2a)(. 9 
£ GET DI do yn (эт) We y; D 


wc. Y» t) 


(10. 90) 
对 比 由 单 粒 子 哈密 顿 算 符 Н, = ZL 十 V(Q,) 决定 的 Wigner 函数 
的 时 间 演化 方程 


9,529 ЧУ) ә 2} 
ai mog W(q, р, 
Ë + m Əq, EN dp, (q, p+ t) 


- hy (1) dV (а) ә үш 
D(z) CRD! dg" (5) Wia» р, D 


(10. 91) 


313 


1 
z^ +a)» 


1 1 > Е 
—(q, — 9,) 1—0, — b,) , 对 应 中 心 坐标 、 
ge q, 和 -万 b, 一 b,) 表达 的 ,分 别 对 应 中 心 质 量 坐标 、 相 


对 坐标 和 相对 动量 ,这 正 是 我 们 所 期 待 的 . 


可 见 它们 是 类 似 的 . 可 以 看 出 , 式 (10.90) 是 由 
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第 11 章 s- 编 序 算 符 内 的 积分 
技术 (IWSOP) 


Cahill-Glauber 曾 在 研究 量子 光学 理论 时 对 密度 算 符 引 进 了 
带 * -参数 的 相 空间 分 布 函数 , 即 当 s —— 1, 0, 1 时 , 它 分 别 退化 到 
Q 表示,P 表示 和 Wigner MR. 

在 量子 相 空 间 ,我 们 通过 引入 s 参数 化 的 Wigner 算 符 ,发 明 
f - 编 序 算 符 内 的 积分 技术 , 它 综 合 了 正规 编 序 、 反 正规 编 序 和 
Weyl 编 序 , 即 当 s —— 1, 0, 1 Bf , s - 编 序 算 符 内 的 积分 技术 分 别 
退化 到 反正 规 、Weyl\ 正 规 乘积 内 的 积分 技术 . 同时 也 导出 了 密度 
算 符 的 * - 编 序 展开 公式 ,完善 了 带 s 参数 的 量子 化 方案 ,丰富 了 量 
子 相 空 间 理论 . (注意 本 章 所 投 与 第 5 章 5.8 节 的 区 别 . ) 


11.1 带 * 参 数 的 Wigner 算 符 及 相应 的 Weyl 对 
应 规则 中 


通过 对 比 已 有 的 Wigner 算 符 , 我 们 定义 一 个 更 普遍 的 带 s £ 
数 的 Wigner 算 符 ,其 形式 如 下 


A,(a) = SB Ú | ET + pa pa 一 po + Ва 
2x? 2 


(11.1) 


利用 Baker-Hausdorff 公式 和 TWOP( 正 规 乘积 编 序 ) 积 分 技术 ,对 
T s> 1, 得 到 式 (11. 1) 的 正规 乘积 形式 


A) = | 22, (02 LEE gat расе рва), 
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= qo ole a’ (a о (11.2) 


当 s= 二 0 时 ,方程 (11. 2) 变 为 一 般 的 Wigner FH (4. 12) ,对 于 s 一 
一 1, 也 可 以 得 到 式 (11. 1) 的 反正 规 乘积 形式 


d жей = z 
n JEE: exl ‹ 19 lel + pat 
т 


Ва — Ва" + pa) + 


= cits ele’ aasa): (11.8) 


根据 Delta 函数 的 定义 
8) = lim 21—69 (11.4) 
e TE 
则 对 于 s =— 1, 可 以 得 到 
A=- (a) = i8(a!—a')8(a—a) : 
= la — а)ё (а — а") = |a)(al (11. 5) 


|a) = exp(— > lal +aa')| 0) 是 相干 态 , 利用 算 符 公式 
(2. 41), 则 式 (11. 2) 变 为 


AQ) = a lit : exp| = ; = 1)a'a): eco hat 
EN qos EH (11.6) 


从 方程 (11. 2) 也 可 以 看 出 


引 jwoa,co = az |: erae 2-2]: 
ay ai)» 
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A,(a) 是 完备 的 ,所 以 密度 算 符 可 以 展开 为 
p=2[dad.(a" › а) Sar 9 (11.8) 
这 是 一 个 新 的 经 典 - 量 子 对 应 公式 , 当 * 王 0 时 ,给 出 Weyl 对 应 . HE 
意 到 A_,(a ) 的 形式 并 且 利用 相干 态 表象 的 完备 性 J gz | z)(z | 一 
1, 计算 
Tr[A,(a’)A,(a)] 


d nar ‚“ t 。 
= Gf £t | eet ele sete! | 
x 


= fe, | ete! eio "sere et | z) 
_ 1a''a dz Be HERE 
= Geol ax Sasol ете co 
2 .. 
Te a )] 
Fo Me АЛ A Caza _ (2 2 = 
ut a) (a a )exp{ (Stirn) a |? 
4a'*a ) 
(1+ 9) (5 — 1) 
= Lac —a) (a —a') 
dx 
UN ; ES UM 
= 2,54 Dp —p),a woe (11.9) 


ela ale? 


HHELTG= а+әа—сә MEX (11. 9) 可 知 , 带 * 参数 
5)(1— s)ri 
的 量子 化 方案 给 出 密度 算 符 po 的 经 典 对 应 函数 是 
2rTrLA_,(a)po] = 4r| d'a  TrL A, Co) A, Ca’) ] Ca , s) 
= Јава аваг —4 Se’, з) = Has з) 
(11.10) 


317 


Җ (11. 8) 和 式 (11. 10) 就 是 带 参 数 s 的 量子 化 方案 , 它 给 出 了 经 典 
函数 和 量子 力学 算 符 的 一 一 对 应 , Weyl 对 应 方案 是 其 中 的 一 个 
特例 . 


11.2 密度 矩阵 的 s - 编 序 展开 
在 给 出 密度 矩阵 的 s - 编 序 展开 之 前 , 先 求 |z)(z| 的 s - 编 序 


形式 ,并 给 出 s - 编 序 算 符 内 的 积分 技术 . 
Mp |z?(z|, 根据 式 (11.10) 可 以 得 到 


2nTrLA., (a) |z)(z|] = her е2, (at =a" (a—a)}s| z) 
эч Z 4 . 
= pei +; a” )(z a) 


(11.11) 


这 就 是 | z)(z| 的 带 * 参数 的 经 典 对 应 . 对 于 带 s 参数 的 分 布 ,定义 
|z)《z| 的 s - 编 序 形式 为 


E EM 
|z <=] Texp rT: a')(z — a) )8 (11.12) 


其 中 8…@ 是 ; - 编 序 记号 ,这 个 定义 与 以 前 已 知 的 |z)(z| 的 编 序 公 
式 是 一 臻 的 . 当 s 一 0 时 ,@…@ 变 为 Weyl RF, ROL 12) 就 化 为 


|z)(z|= 2'exp( 202" —a)(z—a))} (11.13) 


34 s= 1 时 ,8@…8 变 为 正规 乘积 编 序 , 式 (11. 12) 变 成 
|z)(z|=: exp(—2(* —at)(z—a)} : (11.14) 
3j s —— 1 时 ,8…8 就 变 为 反正 规 乘 积 编 序 , 式 (11. 12) 化 为 


[2| = lim 2 i exp 2 (б —at)(z a) 
— є B 
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= ilz" 一 ai)8(z 一 a) i; (11.15) 


基于 以 上 讨论 ,给 出 带 ; 参数 的 有 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWSOP) 
的 性 质 : 

(1) 在 记号 @… 内 的 玻 色 算 符 a ЖП а! 的 顺序 是 可 交换 的 . 

(2) c 数 可 以 从 B@… 记号 内 拿 出 . 

(3) 可 以 对 在 s - 编 序 内 的 算 符 函 数 中 含 的 c 数 进行 积分 或 微 
分 运算 . 

(4) 真空 投影 算 符 |0》(0| 的 、- 编 序 形式 是 


loxo|- $ ee [ra «Je (11.16) 


б) 当 * 一 1 时 ,9…8 变 为 : :; 当 * 一 0 时 , 变 为 .; 当 s= 一 1 


时 , 变 为 :; :. 
根据 式 (11. 12) 和 PP 表示 式 (4.52) 有 


e TEP) |) е | 


2+ рса) Әехр( 155. ZE 一 af)(z 一 ao)18 (11.17) 


1+s 1+5 


将 相干 态 的 内 积 (一 8| 8) = e^ 以 及 Mehta 公式 (4. 53) 代 入 式 
(11. 1748 8] 


"ER: dg ia? f d° = 
= es eri Bl el pen f $z 


Өехр{| =|? +6" z Bz* e at) (z 2e 


ZEE 


~ Is 


Өехр| 16 | B1 — Bu + pa! аа) |е (11.18) 
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这 就 是 将 算 符 化 为 s - 编 序 形式 的 展开 公式 . 可 以 看 出 , 当 s = 
0 时 , 式 (11.18) 化 为 (4.58); 当 s = 一 1 时, 式 (11. 18) EWS. 71). 

作为 应 用 , 求 算 符 er“ 的- 编 序 形式 . 利用 公式 (2.41) 和 
IWSOP 技术 ,得 到 一 个 新 的 算 符 公式 : 


es 2 Гс В| expL X1 — e0a'a] | 0 x 
x 


l—s. 


ep- 12-6 Igi -ga + Ва! — a'a) e 


2 
1—5. 

2 
1—5 


H 
“йге (—e)| 8! 
x 


GI BI! — Ва + fa! — a'a) |O 


_ 2 eexp[ 20е — 1) 
IFs- sete PE. 


3 = irt A 


g«'a]e (11,19) 
m. 1 二 2 + 
em'a = FOexp [0 “je (11. 20) 


同时 也 可 以 看 到 , 当 s = 1 时 , 式 (11. 19) 变 为 式 (2.41); 当 = 0 
时 ,由 式 (11. 19) 得 到 


PEE: Xe—1 4}: 
e's = pbete[ pea | (11.21) 


MF s = 一 1, £01.19 418 

ett = e? t exp(1— eat) : (11. 22) 
这 些 与 已 知 的 结果 都 是 一 致 的 . 
11.3 А, Са", @) 的 s - 编 序 展开 


下 面 计算 A la, а) 的 s - 编 序 展开 形式 ,由 式 (11. 2) 和 式 
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(11. 18) 得 到 


w 2 dg an e s т 
A,(a" , a) а] = Bl: ера a* )(a a] 


| x @exp| AG | Al? patea a'a Je 


a 2e i 20а a" > Jol 1 2 (а a) |e 


Olat — a" )8(a —a)@ (11. 23) 


= 1 
EE 
类 似 地 , 当 * = 0 时 给 出 

Аа) = -у 8а” — a')8(a — a). (1.24) 
此 即 通常 的 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 . 
11.4 算 符 s - 编 序 的 本 质 中 


这 一 节 将 给 出 算 符 s - 编 序 的 本 质 . Cahill - Glauber 在 1969 年 
给 出 了 算 符 的 带 s 参数 的 编 序 规则 , 即 s — 1, 0, 一 1 分 别 对 应 正规 
Е Weyl 编 序 和 反正 规 编 序 . Cahill 和 Glauber 也 试图 通过 下 式 来 
EX s - 编 序 的 展开 公式 , 即 


tomy — 97 7D(a, 5) 
таа Й (11. 25) 
其 中 
Dla, s) = D(ae"*" , D(a) = exp[aa! —a' a], [а, at] =1 
(11. 26) 


那么 ; - 编 序 的 规则 到 底 把 aa" 变 成 了 什么 呢 ? 所 以 仅 知道 式 (11. 25) 
是 不 够 的 . 以 下 用 带 s 参数 的 有 序 算 符 内 的 积分 规则 来 解决 此 问题 . 
将 p = ата" 代入 到 公式 (11. 18) ,并 利用 积分 公式 (2. 93) 
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可 得 到 
2 


amar = 2C 15 Bass" exo] я 


1—s x 


| B|: = Вал 
Ва! —a'a) |@ 


corey" | и х P в' 1: 
_ ME" (J TE (11.27) 


这 就 是 算 符 * 参数 量子 化 方案 的 本 质 . ПИЯ ala" fE s 参数 量 
子 化 方案 下 的 经 典 对 应 为 


(2) ү" fman 
T. Hna (Tee ieu )— a*a 


(11, 28) 


Mos = 0 WY, 30011. 28) 289g Weyl 编 序 ， 
1 sm, 1 
(z) t ‘Hmn Zat, Za)! = ата (11.29) 


当 s =— 1 时 , 则 化 为 反正 规 编 序 ， 
Hm, nat, a) i = aa" (11. 30) 
这 与 我 们 已 知 的 结果 是 一 致 的 . 


11.5 @a'"a"@ 的 正规 编 序 


根据 式 (11. 2)、(11. 23) 和 


Ө (at, 8 = 2 daa, (a) Sa) (11. 31) 
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以 及 IWOP 积分 技术 和 积分 公式 (2. 93) ,可 得 p = Ga'"a" 0 MIE 
规 乘 积 编 序 


earae = [d'a @a"*a"8(a" — a" )8(a — aO 


= 12] Ue + exp| — аР +т=; 2 =, (a" ad-aa!) 一 


2a‘ 2] I 
1—s 
HS (тт) /2 B Fr 
=(4 5) de ML + exp[—la'|? + 


ия : 
1—s 


= com (EEA «n, (i Lats 


1/72) * (11. 32) 


RAL 27) #120011. 32) ERM s 参数 量子 化 规则 的 补充 和 完善 . 所 
以 ,利用 式 (11. 32), (11. 23) 420011. 31), a"a "" 被 量子 化 为 


ntm 


(11. 33) 


再 根据 厄 米 多 项 式 和 拉 盖 尔 多 项 式 的 关系 (6. 22) MF m < n, 式 
(11. 32) 变 为 


1—s 
2 


@at"a"@ = ( ye! Lg” (244): a'"" (11.34) 


m > n 时 则 变 为 


@at"a"@ = (H, ata сы» (224): (11. 35) 
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11.6 @a'a"@ ËB) s- 编 序 展开 


设 有 一 个 s - 编 序 的 算 符 , 那 么 它 如 何 化 为 - 编 序 的 算 符 呢 ? 
下 面 给 出 详细 介绍 . 由 式 (11.18) 和 式 (11. 32) 以 及 IWSOP 积分 
技术 ,可 得 


Qaa Bl Өа"а"Ө | AO 
exp[ DC | pl? — B" a + Bat a'a Jo" 
_ 2(— =" (1 — sym? d'g Per 2. 
= 7 Cx ) =#н,,.( iNT’ 
А 2 
і -8) x &'exp[ - 5 Via 
ee 
Ls 
= 2 (一 р" (54) — gy Cem m jie 
1—5 2 a Әг" 
, 2 А 2 2a* 
erexp[ 一 Z BI (is i -ie- 
I 2 2ata E " 
[i 1— -地 T3 s-r] Ө 
x ==. (atm) /2 $ N 2 
= cir (=) E а", 
i, —a)e' (11. 36) 
5—5 
其 中 用 到 了 
Hm, ns p = 58 can apap exp te Hte + rg) | _ 


(11. 37) 
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和 积分 公式 (4. 114) 24 s = 1 时, 式 (11. 36) 将 还 原 为 式 (11. 32). 


11.7 A,(o) 的 相干 态 表象 


对 式 (11.8), 从 左边 乘 以 (一 8| ,右边 乘 以 |8), 并 利用 式 
a1. 2) 进 行 如 下 计算 


‘—Bl el 
= 2а ві А.а", а) | @ За", а) 
2е10* 一 2 es ; 
= aree [ G56 B'—a' X а) |за эа) 
(11. 38) 
Фа = 72, 0 
ЕЧ 2 E 
T ü- Df deof S Igi — я 2|, " 
(1—5), (1—5) * gt 
s( 77. Palen (11. 39) 


e? PVT DBA EB п BLP IB з (11. 39) 的 逆 变 换 是 


s(€ =). Я а z2«) 


2 (1—5) :][ dB 
reel 2 ПИЕ 
(一 Be | pee => | 8i] (11. 40) 


其 中 与 8 有 关 的 项 是 


T| | ŽE св & ep 全 2] 
азаа 
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从 中 可 以 得 到 A,(c) 的 相干 态 表象 表示 


A,(a) = exp (FE 1 a ° )x 


во exp[ qty Lg] ar» 


11.8 А, (х, p)É) Radon 变换 


在 式 (11.4) 中 , 令 a = рокът x Ë q), 则 可 以 


得 到 
Ala) > A,(z, p) 


aoa. erp =) a] 


(p— Р»? sz—X)*) + (11.43) 


1 
1— 


ту, | 1 
С к “Р\ 1—; 
利用 式 (11. 43) ,我 们 来 计算 A,(z, р) Radon 变换 


[aawsc — Ах! — vp), р) 


A š —[z— AX +PP), 
CEDE) r exp] ADAF IL ч 
当 s = 二 0 时 , 它 就 可 以 表示 为 纯 态 形 式 
a КЕЛЕ"? | Dake | 
(11.45) 


其 中 |z);., 就 是 坐标 -动量 中 介 表 象 ,在 Fock 空间 的 形式 是 式 
(9. 22). 
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11.9 #5 参数 的 范 氏 变换 3 


基于 算 符 s - 编 序 的 相关 内 容 ,我们 把 范 氏 变换 进行 推广 , 引 
АА? 参数 的 范 氏 变换 ,发 现 它 仍然 具备 很 好 的 性 质 . 
在 g-p 相 空 间 , 定 义 一 个 带 s 参数 的 积分 变换 


ПЕЕ isq — 2) (9 — isp — у) ]f(p, q) = F(a, у) 
x 

(11.46) 
当 f(p, q) = ехр{215 pq — s(q* + p) 时 ,会 发 现 


ПЕ е isq —z)(q— sp — у) +2i# pq — sq? + p/)] 
= (1+ $7" exp[— s(y? + 299] Q1. 47) 
RAL 46) 的 逆 变 换 为 
[еы zico — isa — 0a— io -IF у) = УФ, Ф) 

(11. 48) 
其 证 明 如 下 :将 式 (11. 46) 代 入 到 式 (11. 48) 的 左边 得 到 


je ғ, q) ard рари isq’ — x)(q' — isp’ — y) 
Zi(p — isq — z)(q—isp — y) ] 
= azro, q')8(p — isq — р +isq')8(q—isp—q +isp’) X 
exp[2i( p' — isq”) (q' — isp’) — 2i(p — isq) (q — isp)] 
—f.gq (11. 49) 


这 个 变换 的 Parseval-like 定理 为 
j= | Fiz, y) |? 
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tay 

[22] dpda pp, ШЕ: dq f (O, q) X 
x x x 

exp[2i(p — isq — z)(q — isp — y) — 

2iCp' + isq' — z)(q' + isp! — y)] 


ара РЕ, 
-[ 290, оаа" с. «ә 
п 
8p’ 十 isg — p+isq)8(q’ + isp’ — qa + isp) 
=] | £C, Фф |? (11. 50) 
x 


下 面 我 们 看 算 符 e ”的 带 * 参数 的 范 氏 变换 为 


[ыо isq — х) (9 — isp — у) Је?" 
x 


= 5f exp [ а 2igs? +A— 21у — 2x)! 4 
2sq* — 2sqy — 2izg + 2izy + oq | 
E туе уа – 8 oA — slo + А) ] 十 
Em THa ++ (o+isady]} (11.51) 


ex*" 的 带 s Z 3⁄ BO ЕЗЙ ЛЕШ. n] VL ERI 


(КЕ: Zi(p — isq — x) (9 — isp — у) ]е?*" 
x 


== Sud = zli SoA — sl +47) ] + 
DE DEG + isd 2 + (G+ isa)y]} (11.52) 
由 Weyl 对 应 知道 
expQu-FiPy) = ‘expliQu 十 ip) ^ (11.53) 
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所 以 引入 变换 核 


1 ‘exp[2iCg isp— Op—isg—P)]: (11.54) 
并 将 式 (11. 51) 发 展 到 量子 力学 表象 ,有 


IE ,exp[2iCp — isq — P)(q— isp — Q)] ien 
xs 


= E т кек azia Sad — 500? 十 12)] 十 


a DIGG + iso P+ (G+ isarQ]} | (11.55) 


同 理 式 (11. 52) 也 将 变 为 


[[ 3889 ы 2i(p — isq — P)(q— isp —Q)] ‘ee 
ae 


1 1 
= тфу ‘exp{ RII zzl — SoA — slo 3-32] + 


TEFL Hisa) P+ (+ isarQ]} : (11.56) 


这 个 变换 核 代表 的 具体 物理 意义 ,可 以 从 下 式 给 出 


L 'expL— Zi(q— isp — Q)(p — isq — P]: 


Зи "ару + ic isp — Qu+i(p— sq — P» |; 


4л? : 
= [2 P [Ë + icq — isp — Qu +10 isq — Pov] 


= ] dudy icio. piiri P» 
4x 
= 8(q—isp — Q)8(p — isq — P) (11. 57) 
类 似 地 也 有 
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1 ' expl2i(p —isq — P)(q—isp —Q)] : 


= 8(p — isq — P)8(q — isp — Q) (11. 58) 
所 以 立即 得 到 


[| 3899 exi- zia iso Фа — P3: fo Ф 
x Ы : 


[Jaedaaca isp — Q3(p — sq — P) Ср, д) 


is 
P 
Otis? )。 before P 


(11. 59) 


is 1 1 
Хто irs s 


Te ^ corio, isq — P)(q — isp — Q] | f(p, д) 
n 


= [fapdaacp isq — P)3(q—isp — Q) fp, 4) 


is 
et 1 FFP), before Q 


(11. 60) 


is 1 1 
Feet ae? ae 


11.10 ”光子 计数 公式 的 s 参数 形式 所 


在 量子 光学 中 ,光子 计数 公式 对 于 判断 光 场 的 非 经 典 特性 是 
非常 重要 的 ,对 电磁 场 的 测量 大 部 分 是 通过 光电 效应 来 探测 光子 
的 吸收 . 这 不 仅 适 用 于 科学 研究 中 的 光电 二 极 管 .光电 倍增 管 等 ， 
而 且 用 于 改良 照相 机 底片 . 所 以 对 于 光子 数 探测 的 问题 一 直 是 科 
学 家 关注 的 焦点 . 

本 节 , 利 用 IWSOP 技术 和 带 s 参数 的 量子 化 方案 ,给 出 带 5 
参数 的 光子 计数 公式 , 当 * 取 不 同 的 值 时 ,将 给 出 不 同形 式 的 公 
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式 , 这 对 科学 研究 带 来 了 极 大 的 便利 . 
量子 力学 中 的 光子 计数 公式 最 初 由 Kelley 和 Kleiner 提出 ,对 
于 单 模 辐射 场 ,在 时 间 间 隔 工 探测 到 m 个 光子 的 几率 $Cm, DA 


Bom, DT e] 67) 


m 


о E: 63 BJ B 8 ELF сост RUB. 
首先 ,给 出 算 符 : (fane * LM s - 编 序 形式 . IRC-glg = 
e 19^ 及 式 (11. 18) Al IWSOP 技术 ,可 得 


: (ata)mere' := ixl 98р |: Cata)"e-*' :| 0) x 


2 ЖЕРК, 
Bexp[ joo! 8!’ Ва + Ba ata) |e 


205—1)" 2£a'a = (m1)? 
ne rexp( r= Hi — D 13 
fata m-i 
kenep] Ө (11.62) 


其 中 用 了 积分 公式 (2. 93), 再 由 拉 盖 尔 多 项 式 的 定义 式 


о (P C z): 
Latz) = 2( ) T (11. 63) 


式 (11. 62) 289 


i Cata) ne ts : 
2m!(s— 1)" — 2£a'a 4ata 
Ge ep peo E) (a-scr er 2)9 
(11. 64) 


这 是 一 个 新 的 算 符 公式 .再 利用 公式 (11. 8) 可 得 Bexp (282-4. ) 


4ata 
La (aye EFD O 的 经 典 对 应 函数， 
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Bexp( — 2£a'a y-( 4a'a Je 


s§—E+2 (1—5) (52—24 2) 
_ — 2€ | a |* lal? 
T 20| еам е 2 17 (аус) 
(11. 65) 


所 以 
m. ta)” _ G 
Bim, Т) = Tr[o: = = :] 


265 —1)"£" [d'a —2ë lal’ 
= pcr nu x W.(a)exp (st) 


uM 4lal* 
(срср) (11. 66) 


Ж У, (a) = 2nTr[pA,(a)] EH s 参数 的 Wigner 函数 . 这 是 一 
个 新 的 带 s 参数 的 光子 计数 公式 ,一 旦 知道 了 密度 算 符 p 的 
Wigner 函数 ,就 可 以 用 这 个 公式 来 求解 了 . 例如 当 s —— 1 时 ,有 


У, (а) > W= (а) = 2xTr[pA Ca) ] = 2zTr[o | a) (a |] 
= 2x(alpla? (11.67) 


那么 式 (11. 66) 变 为 


P m, Т) = GPa) tate lol a)exp[— fel) (fet) 


= ipte VI Еа |p| V T— bade! L Cla |) 


(11. 68) 


可 以 看 出 ,只 要 知道 了 密度 算 符 o 的 相干 态 平 均值 ,就 可 以 利用 这 
个 公式 来 计算 相应 的 光子 数 分 布 了 . 

另 一 方面 , 当 s = 0 时 , Д, (a) 将 变 为 通常 的 Wigner 算 符 
《4.12) ,所 以 


W,(a) > Wola) = 2xTr[pA(a)] = Wa) (11.69) 
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е 


(11.66) RBH 
š = 260" [4 2€ | a |° 41а |? 
Blast) = ¿Ca | Eww Ес) (2 ) 
(11. 70) 
知道 了 密度 算 符 的 Wigner 函数 ,根据 这 个 式 子 来 计算 光子 数 分 布 
是 很 方便 的 . 


11.11 H: Cata)" e ^^ : 的 经 典 对 应 


利用 式 (11. 6) 和 式 (11. 10) 以 及 相干 态 表象 的 完备 性 ,可 以 得 
IAR: Cata)" e: 的 经 典 对 应 为 


2xrTr[A_,(a) : Cata)" et": 1] 


一 er дг + 2. 
= M dz (z | eism! etiler" а (ata) ment :| z) 
pem 2 zd? 2 
„шы den rene zd е („| erum er mE eis | z’) 


(z! |: Cat aret" :| z) 


=} 
s+1 


2 
— Bed Eus 


IFs (z Drexp[ Da +($ 一 1)zz 一 


Iz 12—112 +z z+ z*' Z + de ueni 


_ 2mYü0— 5)" 2£ lal? 

GE — erae ez) 

4lal* m-l 

„ (—D'm (т) т 

—1 5+1 

D ne- De- ОТ ceri) a 

其 中 用 到 了 积分 公式 (2.93), 再 利用 拉 盖 尔 多 项 式 的 定义 
(11. 63) , 则 得 到 
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2xTr[A (a) : Cata)" et": :] 

2m!(s— 1)” —2€ la |? 41а |? 

уте (я) ( GDG TD) 
(11.72) 


RF AWE WA Cala)"e е" : 的 经 典 对 应 . 
11.12 ”纠缠 形式 的 s 参数 的 Wigner 算 符号 


类 似 于 单 模 s 参数 Wigner 算 符 的 引入 ,给 出 双 模 的 参数 
Wigner ЯС, £ 为 复数 ) 


48 . 
AG,» = Seb | ql? + qat —3' a 
DENN ES Г: 
Теру" +407" 一 57]x 
exp| 3 lel tete btia +D 
1 "S 
iate] a1. 73) 
利用 恒等式 
A.B 1 
ee = exp(A+B+ А, BI), 


ГА, ГА, B]] = LB, LA, BJ] = 0 (11. 74) 


以 及 IWOP 积分 技术 ,对 于 s 二 1, 可 以 将 式 (11. 73) 化 为 正规 乘 
积 形 式 , 即 


E 1 1 t " t 
AG. У) dog esl Hoata +b) 


1 
1—s 


(y—a—B)(y* —at 5]: (1.75) 
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事实 上 ,引入 


2+2, в PU у=а+В' =a p 
(11. 76) 


并 将 它们 代 人 到 式 (11. 75) 并 与 单 模 s 参数 Wigner 算 符 比较 可 以 
得 到 


Д, (о, У) 
= a ' o| pL a" 0-29 0 —g 6 9]: 
= A,(a)A,(0) (11. 77) 
计算 可 得 


THA,’ 0A Gs» I= 27° (07 — ë —» 


(11.78) 

所 以 得 到 双 模 的 广义 s 参数 Weyl-Wigner 对 应 ， 
p= [told yd.lor 0) Зб, 754 an» 
So, у, 5) = An! Tr[pA.(o, у)] (11. 80) 


对 A (с, 7) 做 d'o 的 积分 ,得 到 


fæces. o, У) 


"eS 1 
aaa el 1— 


34 s = 0, Ж 3% AE AS LO ШИЯ 


yay" -a'b |: (11.81) 


IE 工 194le， (11. 82) 


这 是 我 们 熟知 的 结果 . 另 一 方面 ,做 d° y 的 积分 给 出 
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f ФУД, (о, У) 


1 L * . t 
ELLE = —a4-b —a! +b) |: d 
a ) з exp 1 © а Vo a b) (11 83) 


XF s= 0 给 出 
[tos о, D= IP l (11. 84) 
РЕБ арй 
11.13 ХА, (с, У) s - 编 序 展开 
根据 式 (11. 75) RISX (11. 18) , 双 模 A (о, у) #0 s - 编 序 展开 为 


Ato) = a= 45:9] “2 х 
[ (` — Y 208 GBA x 
1 


exp 


| £xexo[ d = +7” M» 


(一 YY" 一 ou" +2aa‘t+2bb") 
exp[ 5—1 Je 
16 2 + " 2 + 
ase [e ho ls‘ o |x 
[Anne r "pee nje 1.85) 
当 s = 0 时, 它 就 变 为 一 般 的 纠缠 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 
(1.79). 


11.14 应 用 


作为 应 用 ,来 求 双 模压 缩 算 符 S, = eI 7^ 的 *- 编 序 展开 ( 
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是 实数 ). 双 模 压缩 算 符 在 纠缠 态 表 象 可 以 写 为 投影 算 符 的 积分 形 
式 , 即 


5, = ef 些 | eee | (11. 86) 
x 
利用 IWOP 积分 技术 ,可 以 立即 得 到 它 的 正规 乘积 形式 (而 不 必 通 
过 SU(1, 1) 李 代数 ) 
5, = efie | e) <e | 
x 


= sech à : exp[a' b tanh À + (sech A — 1) (а?а + bb) — abtanh A] : 
(11. 87) 


将 其 代入 到 算 符 * - 编 序 的 展开 公式 (11. 18) 并 积分 给 出 


S, 一 Asech dg cae Al gi (227 atanh À Jg-- 
(e tanha —- ye ]xe»[-A | a |? — e * 
+ + 
mta 
Ascot AGexp[ Ж attt — ab)tanh a — (+ LL )x 
Q/5--a'a)]e (11. 88) 
其 中 定义 了 


А = 13 secha, B = (A? +tanbYa)(s— 1)? 
(11. 89) 
这 个 式 子 以 前 没有 人 给 出 过 ,是 一 个 新 的 公式 . 再 根据 s 参数 量子 
化 方案 , 算 符 MSY ки ERE TE 
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4sech À [eS 4A 2 > n 
Asech Aexp[ (a's ap)tanha~ (+75) rag p] 


(11. 90) 
下 面 讨论 一 下 ,对 于 s=1, 8 … 0>: : ,得 到 
tim 4 = 1, lim2(#8+ 45 )—1-secha (11.91) 
式 (11. 88) 退 化 为 式 (11. 87). 而 当 s=0, Өз Ө. | 
A=1+sechd, В = 2(1 + sech А) (11. 92) 


SR (11. 88) 给 出 双 模 压缩 算 符 的 Weyl 编 序 形式 


getto = 2sechA : of 2tanha (att ab) | 


2secha+1 : ^ PLsecha +1 
(11. 93) 
Mg-—1,0--0—: ,给 出 
А = ѕесһА, B= 4 (11. 94) 
得 到 
eX 一 sech à t exp[Ca!b! — ab)tanh à + 
(1— sech А) (ata +b*b)] i (11. 95) 
利用 式 (11. 22) ,去 掉 反 正规 编 序 符号 : ; 有 
еа а — emi exp (ata + btb)]n cosh A Je" ^ 
(11. 96) 


由 式 (11. 95), 双 模压 缩 算 符 的 Glauber-Sudarshan Р 表示 也 很 容 
易 得 到 


expl ACa!b! — ab) ] 
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2 2 
sech af 4 Bd “exp[ (a *8" aß)tanhà + 
т 
(1—зесһЬд)(] a 2+1 812118 а) (В, a! (11.97) 


下 面 考 虑 双 模 Fock 51 т, n) 突然 被 压缩 变 为 ec | am, 
za, 为 了 得 到 它 仍然 处 于 初始 态 的 几率 ,就 要 计算 (mm，mz| e 
Im, т) ,利用 内 积 


— __В"а" 1 : 1 2 
(m, n | Bs a) eur 7181 x lal?) 
(11. 98) 
得 到 
(m, n | exp[ACa!b! —ab)] | m, n) 


= Ficus dpd 7— "B" "а"а `"ехр(— sech А | a |? 一 


sech A | 8 б — aftanh À + a* 8" tanh А) 


ТЕ (п 4 т — Б) YC— tanh’a)"* 
21 secha) AS kit DIT (11. 99) 


其 中 用 了 积分 公式 (2. 93) #l 


1 m+1 
[£ "z"exp(A| z |?) = &.mt(7 =) (11. 100) 


由 厄 米 多 项 式 的 定义 和 产生 方程 ,18) 态 可 表示 为 双 模 Fock Ж 
Іт, DRAMER 


[ое уу НА €C) р пу (1.101) 


m, n=0 mln! 
又 因为 
Hm, a CEs E) = "PH, (rs), € = re* (11.102) 
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Hm, (rs r) = pl(—1)*r' Lh), 
1—|m-—n|; p = min(m, n) (11.103) 


(是 连带 勒 让 德 多 项 式 ) ,那么 (不 失 一 般 性 ,考虑 m 


(m, n | exp[ACa'b! —ab)] | m, n) 


= ef 6, n|£e»)(£| m, m 
x 


2e (= 


2A 
= rárexp(— $ For) Heer, er)H, „(к r) 


m nlJo 


= 2e cnt)? [7 rdrexp(— ex 1) x 


= a! (sech AM 
m! 


2 
Em 2mm Le (etr? )L™ (7?) 
> (n + m— Ë) ! C— tanh*2)" 
e kY[O— ЮТ 
(11. 104) 
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第 12 章 ”纠缠 态 表 象 中 的 路 径 积分 


在 量子 相 空 间 中 的 另 一 课题 是 路 径 积分 . 路 径 积分 是 量子 力 
学 数理 表达 的 另 一 种 形式 ,其 思想 起 源 于 Dirac, 而 由 Feynman А. 
体 完成 . 路 径 积 分 量子 化 被 成 功 地 用 于 规范 场 理论 . 

对 于 路 径 积分 的 作用 ,Feynman 和 Hibbs 曾 写 道 :“…… 对 于 
理解 量子 力学 的 基础 问题 , 它 可 能 是 首选 …… ”传播 子 的 路 径 积 
分 表示 对 于 研究 经 典 的 和 量子 的 动力 学 系统 之 间 的 联系 提供 了 新 
的 途径 . 由 路 径 积 分 导出 的 半 经 典 近 似 方法 很 自然 地 和 欧 拉 - 拉 格 
朗 日 方程 相 联 系 . 用 相干 态 表象 来 研究 路 径 积分 最 初 由 Klauder 
实行 ,本 章 着 重 研 究 纠 缠 态 表象 中 的 路 径 积分 . 


12.1 相干 态 表象 的 路 径 积分 " 


在 相干 态 表象 中 ,哈密 顿 系统 从 六 时 刻 到 е, 时 刻 的 转换 矩阵 
TAHRA) 
(Z, t | z, t) = (z | exp[—iHT] | z) 
= Í ах, ++ d'z, 


x G' | ed | z Са, | i 


| z2G | е | zy 


- [fis] e le р) (121) 
ici jel 


x 
JUR T = oi De 并 且 用 到 了 相干 态 表象 的 完备 性 关系 | 29 
| ay |=1, G—1, 2 9. 利用 |dadpACp， D = 1 LB Weyl 对 
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应 规则 式 (4. DARCA 9) ,可 以 将 式 (12. 1) 中 单项 写 为 如 下 形式 
(zi | е | z1) = (z; | A —ieH) | 251) 


= (z; | [aaa ^t ACP, D | 51) 


exp [ Hem; Em Gea] 
ihe Gr] + xi) (12.2) 
其 中 
hz › zm) = Lfdgdph(p, exp[— 269 а") —2] 
(12. 3) 


将 式 (12. 24A 9] C12. 1) 就 得 到 


G', U |z, 5 


= fI [= #2 eefi А [z-i (zf — 2р1) — z? (z; — zj) 


i 


h,(z; ， 01]) 


= [š = Jexe[ iff ef kaz" а) — hu" zu (12.4) 


12.2 |p рне 


近年 来 , 随 着 ЕРК 关联 对 思想 的 建立 而 引发 了 量子 信息 领域 
的 理论 探讨 和 技术 研究 热潮 ,使 得 纠缠 态 表象 的 建立 和 发 展 既 具 
有 很 好 的 理论 研究 价值 ,又 具有 广泛 的 实际 应 用 价值 . 特别 是 连续 
纠缠 态 表象 在 量子 力学 、 量 子 光学 、 量 子 信 息 中 有 诸多 应 用 . 

本 节 , 我 们 将 研究 如 何在 正 交 完 备 的 | 四 表象 中 写 出 Feynman 
路 径 积 分 形式 . 
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对 | 做 伟 里 叶 变 换 而 引入 态 矢 |X》(X 为 复数 ) 
d i i А 
Ix = [53i тел +72] 
= exp[ =} 1X1? +ixa' cir t а] 00) (2.5) 


那么 可 以 证 明 |X) 满 足下 面 的 本 征 方程 


(a+b) |X) =iX|X), (a+b) | D ——iX* | X> 
(12. 6) 


和 |7) 一 样 , 它 也 是 一 个 完备 正 交 的 表象 
[£X | ooa = 1, aiio = га-га =x) 
(12. 7) 
不 难 求 出 内 积 (X|7) 


= . 
1р = z| zOm + >] (12. 8) 


BY BL |) A | X> FASE BLAS , РА BY UL H HE | 7?) AX) ERB HY 
路 径 积 分 形式 .所 以 ,可 把 双 模 Fock 空间 的 算 符 H(at, a; bt, b) 
写成 
на, as у, p) = | SEE REGS x 
x 
ЕНІ" 
үр И їнї» 


LXX 06g 


ex[- 077 + x’ "一 x 入 =” ›] 
(12. 9) 
做 积分 变数 变换 
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А oy с 


(12.10) 


d XË X = d x d'a, уу = усо (12.11) 
那么 式 (12.9) 可 以 改写 为 


ne jeee- atila) 


exp[— agta gtx ata] (12.12) 


引入 


[2] 5-3 |exp[ ор tap AQ p 
(12.13) 


а с і ye | 
[£s 2 |n|s- 2) ee[- $07 3» Jana, р 
(12.14) 
则 方程 (12. 12) 变 为 
2 2 
н = | 1, pact, p (12.15) 
Ar 
由 式 (12. 13) 8158012. 7), TA H fe ORR REETA 


a'i Hian = [®®#®е, p [Ae (x x-i) 


mr — dp +a: 
#&(х—% Х')ехр[ Ол” +A »] 
2 2 
= (222, p+r- x 
> 7 
exp(— iQ — Юз + 07 X) 9) 
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А " 
IE nr , 7)exp{ i[(X— X03" d 
k 2 

q'—x0'3) (12. 16) 
设 时 刻 系统 处 于 | ), 则 在 t AEF |”) BJ 56368 РЕЛ CH 
^R 

QU 1" | x”, 0) = (OC | exp - iHG" — £0] | x’) 
(12.17) 

把 时 间 间 隔 到 2, 分 割 为 n 十 1 等 份 , ebn 十 1) = (1 一 t) ,e 为 无 
穷 小 量 , 则 利用 完备 性 关系 式 (12. 7) 得 到 


;- [£9 = d° y, 


Qa", |x, "O | es | XO | 


ave Ген | x’) 


- [5 Z, 1 | e9 | x.) 
(12. 18) 

RP = X, X = Хо, 其 单项 利用 式 (12. 16) 可 以 写成 

(X | 677 | 1) = rò? (X; — Xi) — іе | H | X 


d'y 
= | Bepi ily о, 73-0 9G — XF) 
x 


dn 
[Efi &, 3-0 7 0] 
x 


ion (tea, 2m) } (12.19) 


把 它 代 回 式 (12. 18) 就 得 到 在 17 表象 内 路 径 积 分 形式 
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Q, | X's) 
2 2 е I А 
[T] £349 19 xpt gx оо — key Co] 一 
x 


1 


h(X(t), 29002) (12. 20) 


12.3 应 用 3 
作为 例子 , 对 于 量子 光学 中 的 常见 双 模 哈密 顿 量 , 计算 
hO 2). 


H = (aia! a + os b! b) + gCab + a! b) + fla’ +a?) +k +b") 
(12. 21) 


当 保证 哈密 顿 量 H УЖЕ 2 о, w g, 7, k RRA, 
将 给 出 很 多 特例 ,所 以 研究 这 个 哈密 顿 量 是 有 意义 的 . 那么 先 定义 


H, = (оаа + об), H, = glab + atbt) 
H, = f(a +a”), H, = ВЫ +b") 
(12, 22) 


根据 式 (12. 14) 首 先 计 算 
hy = [ао (5+2 |н, l-4) 
(12. 23) 


做 代 换 a = 7 一 也 ,给 出 


к= ac menn Фа уы + Xa ))Gg—a| H, | a) 
(12. 24) 
这 里 的 | 属于 17 表象 ,所 以 满足 下 面 的 关系 式 
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at | о) = (2+%)lo. a |a) 一 一 (= 一 号) a) 
[AS (=; +), bla = (2-5) 
(12. 25) 


则 有 
(wala wb'b) | a) 


[ea —)( 2 )-# (8—9) (627+) 10 


Mada 2 2ac 2 ac 


= ә? alw —а) Ә a'(m —w) 9 
[ (и +) <8 + tr n э. ae 


2 «ч 
ete ы tor) LAL] 1а =, | ad (12. 26) 
引入 
A, = Hu Hs 
~ 2 
H, =— Con +o) 8 mme uy Hap) Lal 


да‘ 9a 
тӯ аба — an) Ә _ a lan — a) Ə 
Ay EC 2 as 2. 27) 


将 | x = 0 的 完备 性 关系 插入 式 (12. 24) 并 利用 内 积 
(Ela) = Jer- 36869] (12. 28) 
可 以 得 到 
һ = agen es Фа рі а + Xa" )]x 
x x 
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427 一 c | (€ | An | a) 
= curry [88 а Оа + ta") ileg a7 + 
x x 
z 2 
£" 09—010) X Г + а) ане? +l el ata =] 
tofl 2 зу 
а ан gl 1] (12. 29) 
同 理 也 有 
ha = aene SE Sessions + ta" у] x 
x x 
(27—a | 0 | Н. | a) 
= xray f EE а еа x* ае) 1080 — a") + 
x 7T 


š (Giant Be fh 
£Gq-20] x [ get — ea") | 
= i а) р 0 (12. 30) 
所 以 就 得 到 
_ tofl e 
һа, p = ES (| x +a) 1] 
Gn — YQ р) (12.31) 
FRR 
d PE. 
hz = | Sexp[— 309-1 EE: | H, | 7—5) 
део барро + Xa" )] 
(29y—a | glab +atbt) | a) (12. 32) 
JA (12. 25) 可 以 得 到 
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(ab +.a'bt) | a) = (255; | a) a) (12.33) 
同样 地 插入 | X = © 的 完备 性 关系 以 及 用 式 (12. 33) 可 以 得 到 


2 2 
h, = age nem | ÉE E Фа (д 十 Xa* )] 


2 
(2q—al ecl (-258%- ГГ)» 


= gown ДЕ Eg exp lita + ++ 


2 2 
еба) +8" G- 3 (7 15 LEU) 
=d g (12. 34) 


下 面 计算 五: ,由 式 (12. 25) 可 以 得 到 


Әд? Әг 9 . 9 а Qa" 
(эт КӘ aaa ae t +8) o 
=H, | a) (12. 35) 
那么 就 可 以 把 H, 分 解 成 3 部 分 


9: ә 
Ни = (669 Карл), 
С] 
В. = f(a te Š). 
fs = A+) (12. 36) 
考虑 到 A.A 百 ; 的 相似 性 ,很 容易 地 可 得 
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С LI d d А ч ` 
hg =4/е** "+" "| 88 Факто + xa )](27 一 a | Хх 
二 9 下 9- 
El (саа T Ba) o 
-—ifq — n (12. 37) 
那么 对 于 ha 和 has WA 
* 2 
hy = 4fe ttt [оха 2) 
x x 
2 2 
(2q—a | eel (sear +25) I а) 
= l patan) d'£ d'a seys, . 
= +fe Jë Zexp{i(ta+ Xa") + 
ilea а) HE (g—a)]] — # — 2) 
一 一 于 /CO Tx" (12. 38) 
. . 22 d: 
ha = afe f ÉE Фа [iu + Xa" у] 
2 2 
a a 
2-а eel (FHT) 
. . 2 
= ie TERT [еса + xa" )+ 
x x 
128" —=а*) +" G —20)]) (a° Ta" 
=4f +7) (12. 39) 


所 以 得 到 hs 为 


ьа уор — nD + fo + YD 
(12.40) 
最 后 来 计算 H, ARUZ. 2548 
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( +5") | a) 


[62 4) a 2) (5 8) 2)] o 


= Н, | a) (12. 41) 


Ha = (әт tau) Ha 

" 8. .8 a: 

Ha = inge) B 

~ 2 е ~ 

He = (gt) Ass (12. 42) 


与 计算 hs 的 方法 相同 ,得 到 ha 


k | Lika LÀ " 
h. +Q +X) + SRG E =O HTO EO 
(12. 43) 
综合 式 (12. 31), (12. 34), (012.40), (12.43) ,得 到 ACK, р 


ACL, р = h(X, Di + ROG Pa + ROG ps tas эр, 
(12.44) 


hX, ) 
1 1 
= + +e)[+ 01 x | 一 | 了 |? -1]- 


LG — we) yl — q + 


GE 
Fx l?—1 gl» T +) 
i V VES š 
FX -o+ EEB anas 
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下 面 来 计算 这 个 哈密 顿 量 的 路 径 积 分 ,首先 根据 式 (12. 45) 写 下 


sore Mt Mes 1% É 1) Kor CD 
2 
[25 (à tha) 2 т (25 T Xa +6 eu. 


| 2p P) LEB (% ау (ua y] 407-0 


[ep P) - o (ts) LED 

(Gs) + (2) 2] (12. 46) 
将 式 (12. A5 A GR A2. 19) 8] 48 

Q | e | Xa) 
= eas, x-o[ expt iela +e — 2g) | g, I? 


plio t) + 全 (own w) (2 he)" 
«7—0 Xe + gy [ia xo + а) X 
DEA X XA T 422 

Ан у p (en) ] ieCf + i 
ie f+ Og) (12. 47) 


其 中 
OX; + Ха) 


КЕЕ 


exp| ie| Elon а | 


тою SS) + (Xy Lesa on) || 


(12. 48) 


利用 积分 公式 (4. 147) 得 到 


(X; |e | Xm?) 
BX, Xj) 
М— (ел + an — 2g)? + 4(f +k)? 


ех { 一 让 x 
P| (ш Fan — 2g)? + ACf +E 


[Co Har 20 |i 8 (X3 X1) 


2 


GF p(y 0 Ха 
€ 
[£u — o: | — (X X y' 
є 2 2 


J- (EX2)]o- o 


[= реа (utta) (= юх 


Е j 2 
[Бы ЕУ (12. 49) 


А = (а +a: — 2g) 
=— (wi 十 oz — 2g)? + 4(f + k)° (12. 50) 
那么 可 算得 Feynman 转换 矩阵 元 
(Xx, Lem | xi» 


x ce [oa Бог —2g , Alan — а) | Aq, у 
-ggeeld ata 28 AG се AQ 
2 аси =H) us | [ fih 
+ 
2 4 


B 
Alor — e) (f — B | (f —ED | Gi o CF + P) 
2B TUE or 4B ]х 
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[By + (24%) "]-[ 4-04 
PL, o) + PLE (7X) (аа 


— h? 
[2 ә + БЕК e) 4 XE LE] 


(65е) (Xa) | ig ip (3538) (Hk) 


g^ -so(E Xa) (Eh) ++ +e) + 


n). 


(5—4 


ъ= 
Е 


2 (f+k) ‘| (12.51) 
2 А 
因此 有 
2 
at 1x - [TI [£29 so AL) @252 
其 中 的 拉 格 朗 日 量 为 
Гао Ба —2g , Alan — о) 1 А. р 
L-[ —— Аба AH 
2(w — we) f — R) fh 
3 Тихо r-[- ££ 
Alo = CF — BD , f — E б — aD fF ED 
2B tep Y B ]* 


4 
[ACf—k) ‚ (о о) fk) , 
i[ B + B ! 


Гс)? +00) 12] 


mex " 
KP LE xo xo Hil Re — o) + 


(wr — o) (f D у 20 — ED E 
3 + LE | xo) xo" + 


Ы xo да) xe + 
РЫ ssp А | oe үк Con 9а) 
"VB xo +8 БОЙ WE (12. 53) 
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作为 上 面 结果 的 简单 例子 ,考虑 在 纠缠 态 表 象 中 非 简 并 参量 放大 
器 的 路 径 积 分 . 非 简 并 参量 放大 器 的 哈密 顿 量 为 


H = (ata + btb) + glab +a'b') (12. 54) 


它 和 式 (12.21) 相 比 , om = ws =w, f = k = 0, 所 以 根据 式 
(12. 53) 得 非 简 并 参量 放大 器 的 拉 格 朗 日 量 为 


PEN У sy s Ca 
L =w 2 (о + g)X(t)X` (t) к= XG) x` (t) 
(12. 55) 
经 典 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
X` G — lw —g')x' a3) = 0 (12. 56) 
X(t) — (а? — g*) X(t) = 0 (12. 57) 


为 了 确定 方法 的 正确 性 ,利用 海 森 堡 方程 和 式 (12. 54) 可 得 


ida’ +b) = [а +b, H] = (g — o) (a! — b) (12. 58) 


2 
Sia! +6) = (gwi S! — b) = (a gt + D 
(12. 59) 


AS HBB) |X) Ж Ca! + b) 的 本 征 态 , 式 (12. 59) ASK (12. 57) 是 一 致 
的 ,由 此 可 见 这 种 方法 的 简洁 和 准确 . 


12.4 三 模 纠 缠 态 表象 |p, Xi. X, ) 中 的 路 径 积 
分 中 


在 7.12 节 的 基础 上 ,本 节 来 讨论 三 模 纠 缠 态 表象 中 的 路 径 
B. 

由 式 (7. 171), (7.172) 以 及 (7. 122) 可 得 H ERR |p, Xi. 
Х.У 中 的 矩阵 元 为 
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(o's Xi, X He's X 1, X5) 
2 _ = = E 
= 52. [asa au... | dado. ap. ^ c. Qa’ 4233 9» Ёз, 


К " 
pa) X [| dota ax, exo (o ір — рыл) 
èP —p— plg — X, — XD X dq — X: — Хг) 
DG + p— 086 +X, — X08, +X, — X2) 


8 '+ MAX Ж%+7% 
= 5 [eden ap (37. А21, Ri, 


60, 2р, Зр) X expLigp — p) — ip (X 1— X0 一 


ipu, Q 2— X21 (12. 60) 
在 海 森 堡 图 像 中 , 求 初始 时 刻 t A ds Los Ж, 26 BIA THA kk T 


dp. Xi» X AOE RET 


(Qu X Xe f |o Xi» Xi t) 
о о 


= (p's X, Xal HE | 2, Ху, Хг) (12.61) 


将 一 分 成 nn 十 1 等 份 , 即 eln 十 1) =  — , е 为 无 穷 小 量 ,并 


利用 态 | os Xi» X) 的 完备 性 关系 可 得 
(O's Xis Хв |р, Xis Xis t) 

= J [Jee aan mre ens Z. e 
gx ХӘ (р, xis xd ps xis xo xi x1 
eH | po, Xi, XD 


п ntl 
Е Пагана, Xi» Xi | e** | o, yC), xb» 
i=l 


pst 


(12. 62) 


其 中 
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P= 0, X1= Xr, a= Xp = р, X= X), = % 
(12. 63) 
利用 式 (12. 60) 计 算 其 中 的 单项 (e' = 64e 仍然 是 无 穷 小 量 ) 
оі, Xi Xi | e | o? XC. HE) 
a Bp? — pi OCA? — X080? —XD — ielo, Xi, X; | 
H| g^ x АГ 
d dei geia xplig qj? — p) — ip QC + Xi) 一 
Y i <M адан арз, (p^ + 
ipla AF! + ХО] [| de Map (0 +, 
jt i j=l Д £ 4 m 
х4, EE, 69°, 2piss 3 plas ) X exp[ ig? 
(оі рі) — ipis OC! + А) — ipia OE! + X1)] 
-] заара. Заа exp ig: (g^? —g) —ipl ОЙ? + 


Nae. 
XD —ipl QE +) — ie (Cte, OEM, 


MEX, eg, 2p, 3ple) | (12. 64) 
2 
将 式 (12. 64) FRA SR C12. 62) 并 做 代 换 

TI Сар axi ах: => [T Cdo) dX: co dx, G) J 
i=] t 

m+1 

Па dpi dois > [[[dgGO do,, G) dp 60]. (12. 65) 

j=1 t 


可 得 Feynman 路 径 积分 在 三 模 纠缠 态 表象 中 的 表达 形式 
(O's ХлХ, lps Xi» Xt 6 


dg CDdp, Cdp, C 
juts Dap dx COd X, CD X 
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Y . . . 
exp(i ADP — pr O Xi G) — Pin G) X. G) — 


AG)» X(t), Xa); 6900), 2р, 00), 35,4 0001) 
(12. 66) 
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BBE 费 米 系统 的 量子 
相 空 间 理论 


前 面 讨 论 的 都 是 玻 色 系统 的 量子 相 空 间 , 费 米 系统 的 算 符 理 
论 对 于 固体 物理 ,量子 统计 的 发 展 也 是 十 分 重要 的 ,我 们 有 必要 将 
算 符 理论 从 玻 色 系统 推广 到 费 米 系统 . 本 章 讨论 费 米 系统 的 Weyl 
- Wigner 量子 化 方案 ,和 玻 色 算 符 的 情况 类 似 , 可 以 证 明 ,在 相似 
变换 下 , 费 米 子 算 符 的 Weyl 编 序 也 是 序 不 变 的 . 通过 对 比 ,我 们 
看 到 玻 色 系 统 和 费 米 系统 在 这 方面 的 超 对 称 . 作为 应 用 ,还 将 构建 
一 个 广义 费 米子 压缩 态 . 


13.1 费 米 系统 的 相干 态 表象 和 IWOP 技术 


前 面 章节 用 到 的 都 是 针对 玻 色 算 符 的 IWOP 积分 技术 ,那么 ， 
对 于 费 米 系统 是 否 也 有 相应 的 IWOP 技术 呢 ? 为 此 先 回忆 用 
Grassmann 数 构 造 的 费 米子 相干 态 . 

НУУР 分 别 代 表 费 米子 漂 灭 算 符 和 产生 算 符 , 它 们 满足 反 
MHRA, 

(f, f) =1, ff =0, f? =0 (13.1) 

费 米子 真空 态 用 |0) 表 示 , 则 |0) ==|1), f10)=0, 711) = 
0. 利用 10 和 11? 的 矩阵 表示 


io = (4), 1р = (9 (13. 2) 
=h) zi I 


DE 
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° ef 2i nei- (9 )) 13.3) 


-|odul-2 


ERA ATER | , 则 本 征 方程 为 


ale [ ME М; (13.4) 
由 此 给 出 


е; = еа, 0 一 eza (13. 5) 


其 中 第 二 个 方程 或 是 取 Delta 函数 形式 的 解 , 或 是 取 e =a, а = 0, 
a 称 为 Grassmann Ж. 这 种 特殊 的 数 与 费 米 子 的 反对 易 关 系 相 适应 ， 
所 以 也 称 为 反对 易 с. НШ, е 二 a 时 ,el = 1, 本 征 矢 就 是 


fl [е (0)+ Ше =! 0 +1 Da = e |0) 


e; a 0 
(13.6) 
多 个 模式 的 Grassmann #& a; 有 性 质 
ай = 0, {ais а} = 0 (13.7) 


并 且 满足 积分 公式 


Jaa = 0, Гаа, = 0, faz = 0, [аа =0 (3.8 
[TI 4&,ехр[— >= A a, + > Gai + 7a) | 
i=] y i 
=detAexp[ Уу: (A;n; ] (13. 9) 


这 里 т, 示 也 是 Grassmann 数 ,而 A 是 一 个 复 值 矩 阵 . 
归 一 化 的 费 米子 相干 态 是 可 以 很 自治 地 定义 的 ,其 形式 如 同 
玻 色 子 相干 态 , 即 
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| ai) = exp| 一 Тва, + fla || 0); 


= expLfia,—afi] | 0. 
= Dai) | 0); (13. 10) 


满足 本 征 值 方程 
fi lad =| ада 23.11) 


自治 性 要 求 a УР (RMD BA 
(a; |= 440 | exp| 一 ise. taf] (13.12) 


现在 对 费 米 子 系统 ( 费 米 算 符 与 Grassmann Ж) 5| A IWOP 
BRE GW: :标记 正规 乘积 , 则 它 有 以 下 性 质 : 

(1) 在 正规 乘积 记号 : :内 ,任何 两 个 费 米 算 符 是 反对 易 的 ， 
即 显示 为 反对 易 с 数 的 行为 . 

(2) 可 以 对 :”: 内 部 的 非 算 符 变量 积分 ,也 包括 对 Grassmann 
数 的 积分 . 

(3) 一 个 “Grassmann 数 - 费 米 算 符 对 ”(GFOP) 与 另 一 个 
GFOP 在 : :内 部 是 对 易 的 . 

(4) 费 米 子 真 空投 影 算 符 的 正规 乘积 形式 是 


| 0)(0 |=: exp(— ft f) : (13.13) 


事实 上 ,由 泡 利 原 理 | OX (0 | 十 | 1041 | 180 £ 21], f= 
| 1)《0 |, BR 


jo(0|21-| D |=1— ft f =: exp(— ft f) : 
(13. 14) 


由 以 上 性 质 , 可 把 费 米 子 相干 态 的 完备 性 写作 


[дад Гаа, | = [дайа + exp[z f. + Ла, аа, — ЛУЈ" 
: expl fifi — fifi]: 1 (13.15) 
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或 者 简写 为 
[двд аа | = [asqa + ехр[— G, — f — £1: 


= jdgideexpC- аа) =1 (13.16) 


13.2 费 米 系统 的 Wigner HH" 


类 似 于 玻 色 系 统 的 情形 ,在 精确 到 差 一 个 不 重要 的 相 因 子 (一 1) 
的 情况 下 ,引入 费 米 系统 的 Wigner 算 符 (7 为 Grassmann Ж) 


мє, b = fael —B — 907—0) 13.17) 


利用 费 米 系统 的 TWOP 技术 、Baker - Hausdorff 公式 以 及 积分 公 
R3. 9) 可 得 A, Ce, 5) 的 正规 乘积 形式 


Aj, D =: fage- 2+ ЛЕ 


0 一 一 
1 2 
=: Javisexo m 7) | 1 (+ 
> 0 
cfc re : 
7 
= 3: ef]: (13. 18) 


在 Fock 空间 的 矩阵 元 为 
01A 810 =F—-#, Ola Db |D =ë 
(13. 19) 
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ala ро = ада 510 =i 
(13. 20) 
写成 矩阵 形式 
— € 
AjG, D = Yu (13. 21) 
£ -77E 


可 以 看 出 它 的 对 角 矩 阵 元 呈 玻 色 性 ЕЗ PS TORTE TL, 
式 (13. 21) 是 一 个 超 矩 阵 , 用 Str 表示 对 超 和 矩阵 求 迹 ,那么 有 
StrAr(6, © = 1. 而 且 , 可 以 得 到 


Str[A/(#, 94,0 PI=—-G-HG—-H (13. 22) 
在 费 米 子 相 干 态 表象 ,Ar(6, DRR I (Е 是 Grassmann Ж) 


д, b = + [dade | еа) сеа | expCaé — ё) 


(13. 23) 
根据 IWOP 技术 ,可 得 其 正规 乘积 形式 
ду, b = [3 арса rero + - of 
aé—fa—EE— f D: 
—l.exp[-2(-8(-20]: (13. 24) 


2 


13.3” 费 米 系统 的 腹 Weyl 对 应 


利用 费 米子 的 Wigner 算 符 , 引 入 费 米 系统 的 Weyl 对 应 
KG, f= Гече, рл D (13. 25) 
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RE, 旨 是 费 米 子 算 符 函数 КОР, PW RAR Weyl 对 应 . 由 式 
(13. 22) 知 , 式 (13. 25) 的 反 变 换 为 


kC, & = Ѕи[д, (=, DKC, PJ (13. 26) 


费 米 算 符 的 Weyl 编 序 ( 用 :“ 标记) 可 以 定义 为 


ехр f! — 8) — gU —0] = ‘exp yf – 9 —907— 97: 
(13. 27) 


我 们 知道 玻 色 算 符 有 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWWP dx 
AR) ,同样 , 对 于 费 米 系 统 我 们 也 引入 ITWWP 技术 ,其 性 质 如 下 : 

COD 任意 两 个 费 米 算 符 在 Weyl 编 序 记号 内 是 反对 易 的 , 即 可 
以 像 Grassmann 数 一 样 交换 . 


(2) “Grassmann 数 - 费 米 算 符 "(GFOP) 在 | | 内 部 是 对 
易 的 . 
(3) 在 ` , 内 ,由 于 所 有 的 GFOP 是 对 易 的 ,所 以 可 以 看 作 是 


c 常数 进行 积分 运算 . 
所 以 式 (13.17) 可 以 直接 积分 得 到 


Ar( D = ADASA | (13. 28) 


"KG лэ! = [адек ce, Dae — G3.29) 


就 是 说 Weyl 编 序 好 的 费 米 算 符 的 伪 经 典 对 应 函数 可 以 直接 做 代 
换 一 6, 了 f° 一 5 得 到 .如 有 一 个 例子 ,投影 算 符 |a) Co В RON 
应 为 
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Str[A;(é, ë) | a) а 1] 
=(a | A;(é, & | a> 


= lc |: exp[.— 207 CD Cf —O]:1 o? 
- L exp 2(4—8(—9] (13. 30) 


5k (13. 30) 代 入 到 式 (13. 29) ,给 出 |a) Xa | Ë) Weyl 编 序 


| аза | = + [dédgexpl—2@—O(a—9)1 DSE | 


= + ` exp[ 207 007—901: (13. 31) 


比较 式 (13. 31) 05 C13. 24) ,它们 的 形式 一 样 ,但 意义 不 同 , 前 者 
是 Weyl 编 序 展开 ,后 者 是 正规 乘积 形式 . 当 a = 0 时 ,我 们 给 出 真 
空投 影 算 符 10) (0| 的 Weyl 编 序 形式 


100 |= + үехр—2/'), (13. 32) 
这 可 以 作为 TIWWP 技术 的 第 (4) 条 性 质 . 


13.4 RRA Weyl 编 序 在 相似 变换 下 的 序 不 变 
«т 


13.4.1 HAF AUR def X SOC HB B ERI 
费 米子 相似 变换 为 (W AR) 
WfW^ = fP + fL, Wf£'W^ = f'Q+ fN (13.33) 


了 是 多 模 费 米 子 潭 灭 算 符 , f = fe far crs fd, 其 中 系数 Q， 
N, PAIL 都 是 zXz 的 复 矩 阵 . ERB f' Q+ fN MSP + ÉL 
Жн. ЖК, 51А. 
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>) (13. 34) 


f 
MARMBKA (fir Л) = ó; 可 以 被 写 为 


к=, p. FT = [ 


0 I 


(Е, Phage = (FF, Еу} = (, x 


) (13. 35) 


3X 13. 33) 也 将 化 为 很 简单 的 形式 


(13. 36) 


F = ЖЕ = FM, M = (= 5) 


N P 
Fi uEB] 25858 РЕ LS AUFERO 是 SO(2n) AEM) 


M= M JL (13. 37) 


由 于 相似 变换 下 反对 易 关 系 保 持 不 变 , 有 


Ë a) = (Е, Flag, = (F7, Е) = {МТЕТ, FM} 
I 0/no. 


2n 
zn ( D МЕЕ", F),M, а 
Г 


0 I 


= MF, FIM = w( 
I 0 


)м (13. 38) 


. [0 I 
如 果 定义 ( 0 
ОТО 一 Exz， 可 以 看 出 只 是 一 个 SO(2z) 转 动 矩阵 . 式 (13.38) 可 
以 写成 更 明显 的 形式 
QL = 一 IG, NP —— PN, QP + LN = I, PQ + NL = I 
(13. 39) 
QN =— ÑQ, LP —— PL, QP + NL = I, PQ+ËN = I 
(13. 40) 


)м = a, WH (M) = A RE aN = 
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例如 当 W = e 时 , 费 米子 哈密 顿 量 为 


H= 107, Pa( 


其 中 


G S 


gm (6 K 


保证 了 哈密 顿 量 的 厄 米 性 . 由 算 符 公式 


[AB, C] = A(B, C) — (A, C)B 


给 出 


стал", f= [3106.0 л] 22556. 


yt 
f 


[f'sf*, ул =— Уу, Se» 


[— ste, у] =— M S. 


从 式 (13. 41) 得 到 


CH, f= MUG. fr Se) 


[H, ft] = MAS. + f К) 


0 I 


LH LE га 0 


因此 根据 Baker - Hausdorff 公式 得 到 


) 


) 


). 6 =-G, K" =—K 


(13. 41) 


(13. 42) 


(13. 43) 


(13. 44) 


(13. 45) 


(13. 46) 
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exp[ — gH JFexp[8H J = Fexo|— ga (1 Jl (13. 47) 


比较 式 (13. 47) AK (13. 36) 可 以 认定 
[0 HRE ow 


13.4.2 相似 变换 下 费 米 子 算 符 Weyl 编 序 的 序 不 变性 
K(f， 玫 ) 是 多 模 费 米子 算 符 函数 , 它 的 Weyl 编 序 为 


K(f, fo = AG f) ° (13. 49) 


则 在 式 (13. 33) 决 定 的 多 模 相似 变换 W F ,存在 关系 
WK(f, fW? = КОР + fL, fN + f'Q) 
= [RPP ÉL, fN E f'Q) ` (13.50) 
下 面 证 明之 . 
jd n ЖЖ Wigner 算 符 
Axe £) = [Т )ехр[ О" — 87 — 07 —8)7] 
(13. 51) 
其 中 
P= (me per te ds E= (&,&, o Ю (13.52) 
利用 Baker - Hausdorff 公式 和 


LGQ* —3L7) 7", GN7 POF] 
—— 099" — gL'Y(N! — Р") (13. 53) 


Җ (13. 51) Е W 的 作用 下 给 出 
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WAG, OW! 

= f TL andy exo Q" — ql) fT + QN? — 
Р") у" — 18" — 167] 

= I Патап ехе уо" —3L'YN — Рў) + 


GQ* — 3L f + GN' РӘ P ge ] : a3: 560 


70—17 = а, gN? — Р" ——à (13. 55) 
则 有 
Т E NT 
(a, @) = G »(5. x) (13. 56) 
AA 3k C13. 39) R13. 40078 
Q —Ny үр —N 
is pi ) = RES р ) (13. 57) 
由 行列 式 公 式 
A B » 
de(t ML detAdet(D — CA? B) (13. 58) 
看 到 
19 Em 
«(9 »)- ае" det[ P? — L™(Q™) NT] 


= detQdet(P" + Q' LN?) 
= detQdet[ P7 + Q^ (1 — QP7)] 
=1 (13. 59) 


利用 积分 公式 可 将 式 (13. 54) 化 为 
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WA;G, DW? 
ZETA Las! + af" аў" — (aP —aLe + 
i=l 


(一 cN +а@› |: 
п 0 
=y dada, exp | 16а, à) 
[CH sas )exp|3 
i=} 


T 
C + ФР +" а) 


-(iy: es [icf +EPT HENT, f EL" — 607) X 
21, 0 ft — Lë! — QE" 
: 
0 E Ge Sra NS 
= (2), : exp[= 207 —&P* -eNDG? - LP — Q67) ] 
(13. 60) 
再 由 Weyl - Wigner 对 应 规则 ,可 得 
WK(f, РМТ! 
=| (TI de ace, ржа, DW" 
i=l 
=: [CIT n b[+) = xf — 
i=l 
ЁРТ — ENT) (fT — LẸT — Qe]: (13. 61) 


(5)- (ч PÉ) (13. 62) 
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并 注意 到 


ae (2 Е )- detQdet(P — NQ” L) 
= detQdet[P + (ОТ NL] 
= detQdei[ P + (Q>) T — Q" P)] 
=1 (13. 63) 


可 以 将 式 (13. 61) 化 为 
WK(f, РМ! 


=-[ aa [e Dl 3) Java o 

[Пааа bl oller -pr-o | 
= Оаа (7 о) 7 -рас-р; 
saje (р adh 
= RSP + fL, fN + QD. (13. 64) 


这 正好 是 式 (13. 50) ,于 是 (13. 50) 得 证 . 
13.4.3 广义 两 模 费 米子 压缩 态 


作为 相似 变换 下 费 米子 算 符 Weyl 编 序 的 不 变性 的 一 个 应 
用 ,考虑 如 下 的 相似 变换 


W,f.W;' —vwfi—uf У.Л = of, — rf! 
W, f,W;' —— ufi —›/1, АМ —— sf, — rf; 
(13. 65) 


其 中 jr 十 ov 一 1 保证 了 在 此 变换 下 反对 易 子 的 不 变性 . 我 们 是 想 
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得 到 态 У, 100) 26 (001W; '. 由 真空 投影 算 符 的 Weyl 编 序 得 

W, | 00) (00 | We! 

= TW, exp - 2/1 f, — 2/1 f) жт 
d : 
4: 


exp(— 2[ Gf; — cf 1) Gfi — uf 0 + 
Gf, +f D Gifs + УЭЛ}! 


`exp(— 2[2 Gp f, fs + rvf fl) + (ти — vo) X 


ih 
4а 
An EDI ; (13. 66) 


再 由 式 (13. 29) 立 即 得 到 W, |00)(00|W; BY YEE XS py 
W, | 00) (00 | Wz! 


2 
Е 1 I aba exot— 202 Cope, & + ty) + (ry — vo) 
i=l 
(&& 十 和 6)])Ar( EDA ё) 
2 2 
= NETS : exp| 一 Ax (56 EG) HD ES: + 
i=] = 
2 
fi) -2»fÓf. — 4 Conds & *obk] B 
i=l 
å [= : exp[ — 4&& t2 (Ai fl) 
n 


2(- £5)a лл + ann]: 


=m expl (fi - ZA) (f 2) ET DAL 
= mexp(— FRA) exp(— SAK): (27А) 
= mexp(— ZRA) 00) C00 | exp( f. fr) (13. 67) 
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分 解 式 (13. 67) RAH 


一 — * flfl)! oo 13.68 
W: | 00) = pexp( zh > (13. 68) 

«00 | Wz! = «00 | exp [fÚ f.) (13. 69) 
此 即 广义 的 费 米子 压缩 态 . 
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ж Ж 


本 书 介绍 的 量子 相 空 间 的 理论 是 在 有 序 算 符 内 的 积分 技术 和 
纠缠 态 表 象 的 基础 上 阐述 的 . 前 者 得 益 于 发 展 了 的 Dirac 符号 法 ， 
后 者 则 发 挥 了 爱 因 斯 坦 等 三 人 的 量子 纠缠 思想 ,使 得 本 书 洋溢 着 
连 系 量子 统计 与 量子 光学 的 创新 思维 . 新 思维 往往 是 稍 纵 即 逝 的 ， 
范 洪 义 有 诗 日 : 


LI E E Ж, Ж ДЕ DI Ro 
40.35 X Ap RB, —BATRH AL. 


而 有 价值 的 新 思维 更 是 凤毛麟角 . 南宋 著名 诗人 杨万里 也 曾 
写 过 一 首 诗 描写 他 作 诗 时 灵感 来 去 无 影 的 喜 怒 哀乐 ; 


SF RAF aK, ROL BOR. 
健步 忽 传呼 , 云 有 远 书 至 
FRAEZ, Ip — 3. 
RER BHT LIC? 
FRE BAKE! 
th FE ESHA; 
KERR, ESCAR. 


在 村 野 中 漫步 的 他 , 触 景 生 情 ,在 脑海 中 已 号 成 一 首 诗 ( 幽 
BK) ,尚未 有 笔 砚 纸 写 出 来 (不 吐 ) ,在 聊 以 自 娱 ( 自 味 ) 的 当 口 , 忽 有 
传 信者 (健步 ) 呼 ,说 有 远方 的 书信 到 , 开 信 后 一 看 IR Pt Eb ИН, Ifl 
方才 的 “ 幽 咏 ?思绪 却 荡然 无 存 , 怎 么 也 想 不 起 来 了 , 正 是 扫兴 郁 
Fal. 然后 看 到 喜 静 对 语 , 才 “ 破 涕 为 笑 ”, 振 振 自己 的 衣服 ,宽慰 自己 
WE, ,不 必 为 失去 的 诗 而 心 洁 . 

就 让 我 们 以 杨万里 的 “和 吾 心 本 无 滞 ? 作 为 本 书 的 结语 吧 ! 
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